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ËÅÎÍÈÄ ßÊÎÂËÅÂÈ× ÊÓËÈÊÎÂ

Òèìîôååâà È.Ë., Ôîìèí À.À.

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ Êóëèêîâ ðîäèëñÿ 2 íîÿáðÿ 1914 ã. â ñåìüå æåëåçíî-
äîðîæíèêà â ã. Íèêèòîâêà Äîíåöêîé îáëàñòè. Îêîí÷èâ øêîëó, îí ïîñòó-
ïèë â õèìè÷åñêèé òåõíèêóì. Â âîçðàñòå 14 ëåò Ë. Êóëèêîâ â ðåçóëüòàòå
íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ëèøèëñÿ íîãè è âñþ äàëüíåéøóþ æèçíü áûë âûíóæ-
äåí ïîëüçîâàòüñÿ ïðîòåçîì. Ýòî íå ñëîìèëî âîëè ïîäðîñòêà, íàøåäøå-
ãî â ñåáå ñèëû ìóæåñòâåííî ïåðåæèòü íåñ÷àñòüå è ïðîäîëæèòü ó÷åáó.
Ïî îêîí÷àíèè òåõíèêóìà îí íåêîòîðîå âðåìÿ ðàáîòàë áèáëèîòåêàðåì â
ã. Ñëàâÿíñêå.

Â 1934 ã. Ë.ß. Êóëèêîâ ïîñòóïèë íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëü-
òåò Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà (íûíå
ÌÏÃÓ�Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò). ßð-
êèé ìàòåìàòè÷åñêèé òàëàíò ñòóäåíòà Êóëèêîâà áûë ïî äîñòîèíñòâó îöå-
íåí ìíîãèìè êðóïíûìè ó÷åíûìè. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ èíñòèòóòà â 1938 ã. îí
ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó íà êàôåäðå àëãåáðû. Åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-
ëåì áûë Ã.Ì. Øàïèðî. Àñïèðàíò Êóëèêîâ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â
ðàáîòå àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà ïîä ðóêîâîäñòâîì Î.Þ.Øìèäòà, êîòî-
ðîãî ñ÷èòàë ñâîèì ó÷èòåëåì. Ñ ìîíîãðàôèåé Î.Þ. Øìèäòà ¾Àáñòðàêò-
íàÿ òåîðèÿ ãðóïï¿ (1916 ã.) Ë.ß. Êóëèêîâ ïîçíàêîìèëñÿ â þíîñòè, åùå äî
ïîñòóïëåíèÿ â èíñòèòóò. Èìåííî òîãäà è âîçíèê ó íåãî èíòåðåñ ê àëãåáðå.

Â ìàå 1941 ã. Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ áëåñòÿùå çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèñ-
ñåðòàöèþ íà òåìó ¾Ê òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè¿.
Ýòà ðàáîòà ñðàçó æå ïîëó÷èëà ñàìóþ âûñîêóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîé
îáùåñòâåííîñòè è ïðèíåñëà åå àâòîðó øèðîêóþ ìåæäóíàðîäíóþ èçâåñò-
íîñòü. Îêîí÷èâ àñïèðàíòóðó, Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ â 1941 ã. ïðèñòóïèë ê
ðàáîòå ïðåïîäàâàòåëåì êàôåäðû àëãåáðû ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà.

Âî âðåìÿ áîìáåæåê Ìîñêâû 1941 ã. äî ýâàêóàöèè èíñòèòóòà Ëåîíèä
ßêîâëåâè÷ âìåñòå ñî ñâîèìè êîëëåãàìè ÷àñòî äåæóðèë íà êðûøå ãëàâíî-
ãî êîðïóñà ÌÃÏÈ, ñïàñàÿ åãî îò çàæèãàòåëüíûõ áîìá. Â ïåðèîä ñ 1942 ïî
1946 ãã. ïðåïîäàâàë â äîëæíîñòè äîöåíòà êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè
Èâàíîâñêîãî òåêñòèëüíîãî èíñòèòóòà.
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Ñ 1946 ïî 1949 ãã. Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ðàáîòàë â äîëæíîñòè äîöåíòà êà-
ôåäðû àëãåáðû ËÃÏÈ èì. À.È. Ãåðöåíà è îäíîâðåìåííî ïðîõîäèë äîêòî-
ðàíòóðó ïðè Ëåíèíãðàäñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.
Â.À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ. Åãî íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì áûë âûäàþùèéñÿ
ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê À.À. Ìàðêîâ.

Â 1951 ã. Ë.ß. Êóëèêîâ çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó
¾Îáîáùåííûå ïðèìàðíûå ãðóïïû¿ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòå ËÃÓ èì. À.À. Æäàíîâà. Êðóïíåéøèå àëãåáðàèñòû À.Ã. Êóðîø è
À.È. Ìàëüöåâ áûëè åãî îôèöèàëüíûìè îïïîíåíòàìè.

Ñ 1950 ïî 1955 ãã. Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ðàáîòàë â äîëæíîñòè çàâåäóþùå-
ãî êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè Ëåíèíãðàäñêîãî èíñòèòóòà àâèàöèîí-
íîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ, à ñ 1955 ã. áûë ïåðåâåäåí â Ìîñêâó íà äîëæíîñòü
ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåê-
ëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ.

Â ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà Ë.ß. Êóëèêîâ íà÷àë ðàáîòàòü ñ 1962 ã. â
äîëæíîñòè ïðîôåññîðà êàôåäðû àëãåáðû, à ñ 1963 ïî 1989 ãã. çàâåäîâàë
ýòîé êàôåäðîé. Îí ñîçäàë ñïëî÷åííûé êîëëåêòèâ ïðåäàííûõ ðàáîòå ïðå-
ïîäàâàòåëåé. Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò Ë.ß. Êóëèêîâ ÿâëÿëñÿ ïðåäñåäàòåëåì
Ñîâåòà ïî ïðèñóæäåíèþ ó÷åíûõ ñòåïåíåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà.

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ïðîäîëæàë ðàáîòàòü íà ñâîåé êàôåäðå àëãåáðû
â äîëæíîñòè ïðîôåññîðà äî 1996 ã., êîãäà áûë âûíóæäåí îñòàâèòü ðà-
áîòó ïî ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ. Ïîñëå òÿæåëîé ïðîäîëæèòåëüíîé áîëåçíè
Ë.ß.Êóëèêîâ óøåë èç æèçíè 11 ôåâðàëÿ 2001 ã.

Ë.ß. Êóëèêîâ áîëåå 50 ëåò âåë àêòèâíóþ íàó÷íóþ ðàáîòó. Ðåãóëÿðíî
ïîëó÷àÿ íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, îí íå ñòðåìèëñÿ ê áîëüøîìó ÷èñ-
ëó ïóáëèêàöèé, ÷àñòî ëèøü èçëàãàë èõ íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, âñåñîþç-
íûõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Ëåîíèäà
ßêîâëåâè÷à îòëè÷àþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ãëóáèíîé, âñå îíè â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè è âõîäÿò â çîëîòîé ôîíä àëãåáðàè÷åñêîé
íàóêè. Èäåè è ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â íèõ, ëåæàò â îñíîâå ñîâðåìåí-
íîé òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï. Ôàêòè÷åñêè èìåííî áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ë.ß.
Êóëèêîâà òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï âûäåëèëàñü â îòäåëüíóþ âåòâü ñîâðå-
ìåííîé àëãåáðû. Èçâåñòíûé âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Ò. Ñåëå (Tiboi Szele) â
1954 ã. ïèñàë: ¾Ñåãîäíÿ óæå âñÿêîìó î÷åâèäíî, ÷òî ñàìûé öåííûé âêëàä
â òåîðèþ áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï âíåñåí èìåííî Ëåîíèäîì ßêîâëå-
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âè÷åì Êóëèêîâîì è ÷òî Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ Êóëèêîâ òàêæå è â ìèðîâîì
ìàñøòàáå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì êðóïíûì ó÷åíûì â ýòîé îáëàñòè¿.

Õàðàêòåðèçóÿ íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü Ëåîíèäà ßêîâëåâè÷à, êðóïíåé-
øèé ñîâåòñêèé àëãåáðàèñò àêàäåìèê À.È. Ìàëüöåâ ïèñàë â 1964 ã.:
¾Ë.ß. Êóëèêîâ � îäèí èç âûäàþùèõñÿ ñîâðåìåííûõ àëãåáðàèñòîâ, îäèí
èç ãëàâíûõ ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé òåîðèè êîììóòàòèâíûõ ãðóïï. Çà-
ñëóãè åãî â ýòîé îáëàñòè íåëüçÿ ïåðåîöåíèòü. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì,
äîñòàòî÷íî ïåðåëèñòàòü ãëàâû ïî òåîðèè êîììóòàòèâíûõ ãðóïï â ìîíî-
ãðàôèè À.Ã. Êóðîøà ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ èëè ¾Àáåëåâû ãðóïïû¿ Ë. Ôóêñà
("Abelian Groups" L. Fuchs). Ïî÷òè â êàæäîì ïàðàãðàôå ìû íàõîäèì
èìÿ Ë.ß. Êóëèêîâà. Áîëüøèíñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì èëè ïðèíàä-
ëåæàò Ë.ß. Êóëèêîâó, èëè æå Ë.ß. Êóëèêîâó ïðèíàäëåæèò èõ ñîâðåìåí-
íàÿ ôîðìóëèðîâêà¿. Ïîçæå â 1971 ã., â ñâîåé ñòàòüå ¾Ê èñòîðèè àëãåáðû
â ÑÑÑÐ çà ïåðâûå 25 ëåò¿, îïóáëèêîâàííîé â æóðíàëå ¾Àëãåáðà è ëîãè-
êà¿ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ (ò. 10, �1), À.È. Ìàëüöåâ åùå ðàç
ïîä÷åðêíóë, ÷òî ¾îñîáåííî çíà÷èòåëüíûé âêëàä â òåîðèþ êîììóòàòèâ-
íûõ ãðóïï âíåñ Ë.ß. Êóëèêîâ, ðàáîòû êîòîðîãî âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò
åå ñåãîäíÿøíåå ëèöî¿.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àáåëåâû ãðóïïû èçó÷àëèñü â ðàìêàõ îáùåé
òåîðèè ãðóïï íåìåöêèìè ìàòåìàòèêàìè Ïðþôåðîì (H. Prufer), Óëüìîì
(H. Ulm), Áýðîì (R. Baer), Ëåâè (F.W. Levi), à òàêæå îòå÷åñòâåííû-
ìè ìàòåìàòèêàìè Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì, À.Ã. Êóðîøåì, À.È. Ìàëüöåâûì,
Ë.À. Êàëóæíèíûì, Å.Ñ. Ëÿïèíûì, Ñ.Â. Ôîìèíûì. Ïåðâûå ðàáîòû ïî
àáåëåâûì ãðóïïàì îòíîñÿòñÿ ê 1917�1925 ãã. è ïðèíàäëåæàò Ëåâè è Ïðþ-
ôåðó.

Ïðèâåäåííûå âûñêàçûâàíèÿ Ò. Ñåëå è À.È. Ìàëüöåâà îòðàæàþò òîò
ôàêò, ÷òî ê ñåðåäèíå 50-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà Ë.ß. Êóëèêîâ � ñàìûé àâòî-
ðèòåòíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè àáåëåâûõ ãðóïï. Èìåííî áëàãîäàðÿ åãî
ðàáîòàì ñòàëî ÿñíî, ÷òî óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè äëÿ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ
íàñòîëüêî ñèëüíûì, ÷òî èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï íå óìå-
ùàþòñÿ â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ãðóïï, òàê êàê ðåøåíèå åå çàäà÷ òðåáóåò
îñîáûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â 1958 ã. âûøëà ìîíîãðàôèÿ Ë. Ôóêñà
¾Àáåëåâû ãðóïïû¿, ýòîò ìîìåíò ìîæíî ñ÷èòàòü îêîí÷àòåëüíûì îôîðì-
ëåíèåì òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñîâðå-
ìåííîé àëãåáðû.

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû Ë.ß. Êóëèêîâà äîñòîéíî îòðàæåíû â
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êíèãàõ Ë. Ôóêñà ¾Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû¿ è À.Ã. Êóðîøà ¾Òåî-
ðèÿ ãðóïï¿. Âñÿêèé, êòî íà÷èíàåò èçó÷àòü òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï ïî
ýòèì êíèãàì, íà ïåðâûõ æå ñòðàíèöàõ âñòðå÷àåòñÿ ñ èìåíåì Êóëèêîâà
è â äàëüíåéøåì çíàêîìèòñÿ ñ åãî îñíîâíûìè íàó÷íûìè ðåçóëüòàòàìè.
Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ âïîëíå çàñëóæåíî ïðåäñòàåò â ýòèõ êíèãàõ îñíîâàòå-
ëåì òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï. Òåîðåìû Ïðþôåðà, êîòîðûé ïîëó÷èë ñâîè
ðåçóëüòàòû çà 20 ëåò äî íà÷àëà èññëåäîâàíèé Ë.ß. Êóëèêîâà, ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿìè èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ Êóëèêîâà. Íàó÷íîå èìÿ
Ë.ß. Êóëèêîâà ïî çíà÷èìîñòè ïðèìûêàåò ê èìåíàì ïðåäûäóùåãî ïîêî-
ëåíèÿ ìàòåìàòèêîâ, îñíîâàòåëåé ñîâðåìåííîé àëãåáðû, òàêèõ êàê Ý. Àð-
òèí, Ý. Íåòåð, Î.Þ. Øìèäò è Á.Ë. Âàí äåð Âàðäåí. Âî âñÿêîì ñëó÷àå,
íåò ñîìíåíèé, ÷òî Ë.ß. Êóëèêîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ â
ìèðå îòå÷åñòâåííûõ àëãåáðàèñòîâ.

Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå â 1960�70 ãã. ñëîæèëèñü ÷åòûðå øêîëû ïî òåîðèè
àáåëåâûõ ãðóïï: â Òîìñêå ïîä ðóêîâîäñòâîì È.Õ. Áåêêåðà, â Ëåíèíãðàäå
ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Â. ßêîâëåâà, â ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ï. Ìèøè-
íîé è â ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà ïîä ðóêîâîäñòâîì Ë.ß. Êóëèêîâà. Øêîëà
Ë.ß. Êóëèêîâà çàíèìàëà â ýòîì ðÿäó öåíòðàëüíîå ìåñòî. Ëåîíèä ßêî-
âëåâè÷ ðóêîâîäèë íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèì ñåìèíàðîì ïî òåîðèè àáå-
ëåâûõ ãðóïï â ÌÃÏÈ ñ 1963 ïî 1994 ãã. Ýòîò ñåìèíàð èìåë îáùåñîþçíîå
çíà÷åíèå è ñûãðàë îãðîìíóþ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï â
ÑÑÑÐ è Ðîññèè. Ïðàêòè÷åñêè âñå îòå÷åñòâåííûå ñïåöèàëèñòû (èõ îêîëî
ñòà) è ðÿä çàðóáåæíûõ ïðèíÿëè ó÷àñòèå â ðàáîòå ýòîãî ñåìèíàðà.

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ î÷åíü îòâåòñòâåííî îòíîñèëñÿ ê ñâîåé ïåäàãîãè÷å-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè. Îí ÷ðåçâû÷àéíî ñåðüåçíî ïîäõîäèë ê ÷òåíèþ ëåêöèé.
Ïðè ïîäãîòîâêå ê íèì êàæäûé ðàç èñêàë áîëåå êðàòêèå è îðèãèíàëüíûå
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì êóðñà, ìåíÿë ñòðóêòóðó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.
Â åãî ëåêöèÿõ áûëî òùàòåëüíî ïðîäóìàíî êàæäîå ñëîâî.

Ë.ß. Êóëèêîâ âåë àêòèâíóþ îáùåñòâåííî-ïåäàãîãè÷åñêóþ ðàáîòó.
Â 70-å ãîäû, â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì ñðåäíåé øêîëû íà íîâûå ó÷åáíûå ïëà-
íû è ó÷åáíûå ïðîãðàììû, îí îñîáåííî ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿë âîïðîñàì
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè. ßâëÿÿñü ïðåäñåäà-
òåëåì Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå ÃÓÂÓÇà Ìèíèñòåð-
ñòâà ïðîñâåùåíèÿ ÑÑÑÐ, Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ âîçãëàâëÿë ðàáîòó ïî ñî-
çäàíèþ íîâûõ ó÷åáíûõ ïëàíîâ è íîâûõ ïðîãðàìì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ ÑÑÑÐ.
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Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì è ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè áûëà ñîçäàíà
ïðîãðàììà ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé Ëåî-
íèä ßêîâëåâè÷ íàïèñàë ïðåêðàñíûé ó÷åáíèê, äî ñèõ ïîð ÿâëÿþùèéñÿ
îñíîâíûì ó÷åáíûì ïîñîáèåì ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë äëÿ ñòóäåíòîâ
ïåäèíñòèòóòîâ.

Ðîëü ó÷åíîãî â íàóêå îöåíèâàåòñÿ íå òîëüêî çíà÷èìîñòüþ åãî íàó÷íûõ
ðàáîò, íî è ó÷åíèêàìè, ïðîäîëæèâøèìè åãî äåëî. Ó Ëåîíèäà ßêîâëåâè÷à
áûëî î÷åíü ìíîãî ó÷åíèêîâ. Äàæå òå, ó êîãî áûëà âîçìîæíîñòü òîëüêî
êðàòêîãî îáùåíèÿ ñ íèì, ñ áëàãîäàðíîñòüþ âñïîìèíàþò î íåì, ãîâîðÿò,
÷òî ýòî îáùåíèå çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿëî íà èõ íàó÷íóþ ñóäüáó.

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ïðîâîäèë áîëüøóþ ðàáîòó ïî ïîäãîòîâêå íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ � ìíîãî ðàáîòàë ñ àñïèðàíòàìè, ùåäðî äåëèë-
ñÿ ñ íèìè ñâîèìè ìíîãî÷èñëåííûìè íàó÷íûìè èäåÿìè. Ïîä åãî ðóêî-
âîäñòâîì çàùèùåíî ìíîãî äèññåðòàöèé, íå òîëüêî ïî òåîðèè àáåëåâûõ
ãðóïï, íî è ïî äðóãèì ðàçäåëàì àëãåáðû, à òàêæå ïî ìåòîäèêå ïðåïîäà-
âàíèÿ ìàòåìàòèêè. Èç ïðÿìûõ ó÷åíèêîâ Ë.ß. Êóëèêîâà çàùèòèëè êàíäè-
äàòñêèå äèññåðòàöèè, à ïîçæå ñòàëè äîêòîðàìè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê À.À. Ãâàðàìèÿ, À.À. Ôîìèí è À.Â. Ãðèøèí. À.Ã. Ñîëîíèíà ñòàëà
äîêòîðîì ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê. Ïî àëãåáðå çàùèòèëè êàíäèäàòñêèå äèñ-
ñåðòàöèè Ð. Êåëüáåðåð, ß.ß. Âåäåëü, À.Þ. Ñîéôåð, À.È. Ìîñêàëåíêî,
À.Ì. Èâàíîâ, À.Í. Åðàñêèíà, Í.À. Ñåðäþêîâà (Ðÿòîâà), Í.È. Êðþ÷êîâ,
Ñ.Â. Ðû÷êîâ, Â.Õ. Ôàðóêøèí, Â.Á. Òðóõìàíîâ, Ñ.È. Êîìàðîâ, Í. Êâàí,
Í.Þ. Àíòîíîâà, Þ.Ì. Ôèðñîâ, Â.À. Äåãòÿðåíêî.

Ý.Ï. Áåðåñíåâà, Â.Â. Êðþ÷êîâà, Ë.Õ. Öèáèêîâà ñòàëè êàíäèäàòàìè
ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê.

Ëåîíèäà ßêîâëåâè÷à óâàæàëè êîëëåãè, àñïèðàíòû, ñòóäåíòû. Îí îò-
ëè÷àëñÿ ïðèíöèïèàëüíîñòüþ è áåñêîìïðîìèññíîñòüþ, áûë äîâåð÷èâ è
ïðîñò â îáùåíèè, áåñêîðûñòíî ïðåäàí ìàòåìàòèêå è ïðåïîäàâàòåëüñêîé
ðàáîòå.

Â æèçíè Ëåîíèäà ßêîâëåâè÷à áîëüøóþ ðîëü èãðàëà ñåìüÿ. Ñî ñòó-
äåí÷åñêèõ ëåò è äî êîíöà ñâîèõ äíåé îí ïðîøåë ïî æèçíè ðóêà îá ðó-
êó âìåñòå ñ Ëþäìèëîé Àëåêñàíäðîâíîé � ëþáèìîé è ïðåäàííîé æåíîé,
äðóãîì è ïîìîùíèêîì. Îíè âûðàñòèëè òðîèõ äåòåé. Â ñåìüå öàðèë äóõ
ëþáâè ê ìàòåìàòèêå è ïðåäàííîñòè ïðåïîäàâàòåëüñêîìó äåëó, ïîýòîìó
íåóäèâèòåëüíî, ÷òî äåòè ïðîäîëæèëè äåëî îòöà - âñå òðîå ïîñâÿòèëè
ñåáÿ ïðåïîäàâàíèþ ìàòåìàòèêè. Ñòàðøàÿ äî÷ü âñþ æèçíü ðàáîòàåò ó÷è-
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òåëåì ìàòåìàòèêè â øêîëå, ñûí è ìëàäøàÿ äî÷ü, çàùèòèëè äèññåðòàöèè
è ïðåïîäàþò ìàòåìàòèêó â âûñøåé øêîëå.

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ Êóëèêîâ îñòàâèë ïîñëå ñåáÿ âûäàþùèåñÿ íàó÷íûå
ðåçóëüòàòû, ïîäãîòîâèë ìíîãî ó÷åíèêîâ (ó÷åíûõ), ñîçäàë íàó÷íóþ øêîëó
è îñòàâèë î ñåáå äîáðóþ ïàìÿòü â ñåðäöàõ ñâîèõ ó÷åíèêîâ è êîëëåã.

Ñïèñîê íàó÷íûõ è ìåòîäè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé Ë.ß. Êóëèêîâà
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Îïðåäåëÿåìîñòü àáåëåâûõ ãðóïï ãðóïïîé óìíîæåíèé
Àãàôîíîâ À.À., Ñåáåëüäèí À.Ì. (Í.Íîâãîðîä)

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ
ãðóïï ãðóïïîé óìíîæåíèé. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ èç [1] ñ÷èòàåì
ñòàíäàðòíûìè. Âñå ãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå àáåëåâû.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà A èç íåêîòîðîãî êëàññà
àáåëåâûõ ãðóïï X îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé ñâîèõ óìíîæåíèé MultA â ýòîì
êëàññå, åñëè â íåì íå ñóùåñòâóåò ãðóïïû B òàêîé ÷òî MultA ∼= MultÂ
è A íå èçîìîðôíà B. Êëàññ âñåõ òàêèõ ãðóïï áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
X(Mult). Åñëè X(Mult) = X, òî êëàññ X áóäåì íàçûâàòü Mult-êëàññîì.

×åðåç D(A) è R(A) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî äåëèìóþ è ðå-
äóöèðîâàííóþ ÷àñòè ãðóïïû A = R(A) ⊕D(A), ãäå R(A) îïðåäåëÿåòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíûé èçîìîðôèçì MultA ∼= Hom(A,Hom(A,A)), íå-
òðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. Åñëè A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà r(A), òî D(MultA) ∼=⊕
α
Q, ãäå α = r(A)2 r(D(A)), åñëè ðàíã r(A) êîíå÷åí è α = 2r(A), åñëè

áåñêîíå÷åí.
Òåîðåìà 2. Åñëè A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî R(MultA) ∼= MultR(A).
Òåîðåìà 3. Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà ðàçëîæèìàÿ â êîíå÷íóþ ïðÿ-

ìóþ ñóììó ñâîèõ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï

A = A1 ⊕ . . .⊕ Ak,

òî
MultA ∼= MultA1 ⊕ . . .⊕MultAk.

Òåîðåìà 4. Åñëè àáåëåâà ãðóïïà A ðàçëîæèìà â ïðÿìóþ ñóììó A =
Z ⊕ A′, òî îíà âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â ãðóïïå óìíîæåíèé:
MultA ∼= A⊕ A′′.
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Òåîðåìà 5. Äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
åé ãðóïïîé óìíîæåíèé â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà êîíå÷íîãî ðàíãà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ÷èñåë áîëü-
øèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè A � äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà
áåç êðó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî ðàíãà r(A), òî ãðóïïó B ñòðîèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

B = A⊕ A1,

ãäå A1 � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 òèïà ñîäåðæàùåãî õà-
ðàêòåðèñòèêó ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç åäèíèö. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïû A,B

íåèçîìîðôíû, à èõ ãðóïïû óìíîæåíèé èçîìîðôíû. Ïóñòü òåïåðü ðàíã
r(A) êîíå÷åí è r(A) = mn2, ãäå m,n ∈ N, n > 1. Ïîñêîëüêó ó íàñ
ãðóïïà MultA � äåëèìàÿ áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà r(MultA) = r(A)3, òî
r(MultA) = m3n6. Ñòðîèì ãðóïïó B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B =
⊕

k

Q⊕
⊕

s

A1,

ãäå k = m, s = m(n3 − 1). Îáðàòíî, ïóñòü A =
⊕
n
Q, n ∈ N è B � òàêàÿ

àáåëåâà ãðóïïà, ÷òî

MultB ∼= MultA ∼=
⊕

n3

Q,

òîãäà ãðóïïà B � áåç êðó÷åíèÿ. Ïîýòîìó, åñëè n ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ
÷èñåë áîëüøèõ åäèíèöû, òî îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
÷èñåë n = p1 . . . pk è r(MultA) = p3

1 . . . p3
s. Ïóñòü r(B) = m, r(D(B)) = k,

òîãäà èìååì n3 = m2k. Ïîñêîëüêó pi äåëÿò k è k íå ïðåâîñõîäèò m, òî
k = n è, ñëåäîâàòåëüíî, A = D(A) ∼= D(B). Ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü ðàíãà,
ïîëó÷àåì A ∼= B.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 6. Â êëàññå âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷å-

íèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà Fcdf ïîäêëàññ Fcdf(Mult) íå ïóñò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ÷èñåë áîëüøèõ åäè-
íèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóïïîé óìíîæåíèé â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ
ãðóïï, à çíà÷èò è â Fcdf .
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Òåîðåìà 7. Êëàññ Fcdfi âñåõ âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï êî-
íå÷íîãî ðàíãà ó êîòîðûõ êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1 èäåìïîòåíò-
íîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ Mult-êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A,B ∈ Fcdfin è MultA ∼= MultB. Çàìåòèì,
÷òî

Ω(A) = Ω(MultA) = Ω(MultB) = Ω(B),

ãäå Ω(A) � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà
1 ãðóïïû A. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé òèï τ ∈ Ω(A). Îáîçíà÷èì ÷èñëî
ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 òèïà τ ôèêñèðîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû A ÷å-
ðåç nA(τ). Òîãäà nMultA(τ) = [nA(τ)]3 è, ñëåäîâàòåëüíî, nA(τ) = nB(τ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìèíèìàëüíûé òèï τ ′ ∈ Ω(A) \ {τ} . Âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà à) Òèïû τ ′ è τ íåñðàâíèìû, á) τ ′ < τ . Â ñëó÷àå à) ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåííûå âûøå, ïîëó÷àåì nA(τ ′) = nB(τ ′). Â ñëó÷àå á)
èìååì

nMultA(τ ′) = [nA(τ ′) + nA(τ)]2nA(τ ′) =

nMultB(τ ′) = [nB(τ ′) + nB(τ)]2nB(τ ′).

ßñíî, ïðè nA(τ ′) > nB(τ ′) ïîëó÷àåì nMultA(τ ′) > nMultB(τ ′). Ïðîòèâî-
ðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ñíîâà èìååì ðàâåíñòâî nA(τ ′) = nB(τ ′). Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì nA(τ ′′) = nB(τ ′′), ãäå τ ′′ � íåêîòîðûé ìèíè-
ìàëüíûé òèï èç τ ′ ∈ Ω(A) \ {τ τ ′} . Ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü ðàíãà, èìååì
A ∼= B.

Òåîðåìà 8. Fcdf \ Fcdf 6= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì ãðóïïó A ∈ Fcdf \ Fcdf ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
A = Q⊕ A1 ⊕ A2 ⊕ A3 ⊕ A4,

ãäå τk ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòèêó (k, k, k, . . .), k = 1, 2, 3, 4. Ïîëó÷àåì

MultA ∼=
⊕
25

Q⊕ A1 ⊕ A1 ⊕ A2 ⊕
⊕

6

Z.

Ïîýòîìó, åñëè MultA ∼= MultB, òî r(B) = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, B =
Q⊕B1⊕B2⊕B3⊕B4, ãäå Bk (k = 1, 2, 3, 4) � ðåäóöèðîâàííûå ãðóïïû
ðàíãà 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 2, 4 ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà B íå ñîäåðæèò ñâî-
áîäíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà MultB ñîäåðæèò
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òàêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 6. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ãðóïïû Bk íåäåëè-
ìû íè íà êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà è èõ òèïû íå èäåìïîòåíòíû è ñîäåðæàò
õàðàêòåðèñòèêè ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàêî-
íåö, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëàãàåìîå A1 ⊕ A1 ⊕ A2 â ãðóïïå MultB, ãðóïïû
Bk (k = 1, 2, 3, 4) äîëæíû áûòü èçîìîðôíû Ak (k = 1, 2, 3, 4). Èòàê,
A ∼= B.

Ïîëåçíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû íåèçîìîðôíûõ ãðóïï ñ èçî-
ìîðôíûìè ãðóïïàìè óìíîæåíèé:

Ïðèìåð 1. A =
⊕
4
Q, B = B1 ⊕ . . . ⊕ B7 ⊕ Q, ãäå (7070...) ∈ τ(B1),

(6161...) ∈ τ(B2), (5252...) ∈ τ(B3), (4343...) ∈ τ(B4), (3434...) ∈ τ(B5),
(2525...) ∈ τ(B6), (1616...) ∈ τ(B7).

Ïðèìåð 2. A =
⊕
8
Q, B = B1 ⊕ . . . ⊕ B16 ⊕ Q, ãäå òèï τ(Bk) (k =

1, 2, . . . , 16) ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòèêó, ñîäåðæàùóþ åäèíèöû íà ìåñòàõ
ñðàâíèìûõ ñ k ïî ìîäóëþ 16 è íóëè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ.
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Ïî÷òè ñòðîãî ðàçëîæèìûå àáåëåâû ãðóïïû
Áëàãîâåùåíñêàÿ Å.À. (Ñ.-Ïåòåðáóðã)

Ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ íàëè÷èåì âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà
(íàçûâàåìîé ðåãóëÿòîðîì), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóï-
ïîé êîíå÷íîãî ðàíãà. Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì, ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ Áàò-
ëåðîâñêèõ ãðóïï, íàçûâàåìûõ ïî÷òè ñòðîãî ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè,
ñì. [1]. Îíè ñîäåðæàò ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé ñòðîãî íåðàçëîæèìûõ ãðóïï, îïèñûâàåìûõ ñëåäóþùèì
îïðåäåëåíèåì, ñì. [4, �92], [3, 3.3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A =
⊕

τ∈Tcr(A) τaτ ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé âïîëíå
ðàçëîæèìîé ãðóïïîé êîíå÷íîãî ðàíãà, îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ ãðóïï
τ ðàíãà 1, èìåþùèõ èäåìïîòåíòíûå òèïû è ñîäåðæàùèõ Z. Ïóñòü {ατ :
τ ∈ Tcr(A)} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
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1. rk A = |Tcr(A)| > 3,

2. äëÿ êàæäîãî τ ∈ Tcr(A) ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p ñî ñâîéñòâîì
τ(p) = ∞ è σ(p) 6= ∞ äëÿ âñåõ σ 6= τ , σ ∈ Tcr(A),

3.
⋂

τ 6=σ τ = Z äëÿ ëþáîãî σ ∈ Tcr(A),

4. gcd ({ατ | τ 6= σ, τ ∈ Tcr(A)}) = 1 äëÿ ëþáîãî σ ∈ Tcr(A),

5. ÷èñëà ατ íå äåëÿòñÿ íà p, åñëè σ(p) = ∞ äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ Tcr(A).
Ïóñòü K(A) ∼= Z � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì

∑
τ∈Tcr(A) ατaτ . Òî-

ãäà B(A) = A/K(A) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé B(1)-ãðóïïîé.
Ïóñòü òåïåðü {A1, . . . , At}, t > 2, � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âïîëíå ðàç-

ëîæèìûõ æåñòêèõ ãðóïï, èìåþùèõ êîíå÷íûé ðàíãè k1, . . . , kt ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïóñòü T = Tcr(

⊕t
i=1 Ai), Ti = Tcr(Ai), è T ñîñòîèò èç ïîïàðíî

íåñðàâíèìûõ òèïîâ, ïðè÷åì Ti ∩ Tj = ∅, åñëè i 6= j. Ðàññìîòðèì ïðà-
âèëüíûå B(1)-ãðóïïû B(Ai) (åñëè rk Ai = 1, ïîëîæèì B(Ai) = Ai).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãðóïïó

A0 =
t⊕

i=1

B(Ai). (1)

Åñòåñòâåííî íàçûâàòü A0 ñòðîãî ðàçëîæèìîé æåñòêîé ãðóïïîé, òàê êàê
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó ñòðîãî íåðàçëîæèìûõ ãðóïï B(Ai),
è ìíîæåñòâî T = Tcr(A0) ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ãðóïïà B ñîäåðæèò ñòðîãî ðàçëîæèìóþ ãðóï-
ïó â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà, áóäåì íàçûâàòü B ïî÷òè
ñòðîãî ðàçëîæèìîé ãðóïïîé.

Ìû ðàññìîòðèì ïî÷òè ñòðîãî ðàçëîæèìûå ãðóïïû ñïåöèàëüíîãî âè-
äà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýïèìîðôíûìè îáðàçàìè æåñòêèõ ãðóïï ñ öèêëè-
÷åñêèì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì (òàê íàçûâàåìûõ crq-ãðóïï), ñì. [5].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü X � æåñòêàÿ ãðóïïà ñ öèêëè÷åñêèì ðåãóëÿ-
òîðíûì ôàêòîðîì è ατ , τ ∈ T � òàêèå öåëûå ÷èñëà, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. V = A1 ⊕ · · · ⊕ At � ðåãóëÿòîð X, ãäå Ai =

⊕
τ∈Ti

τaτ , T = Tcr(X)
ñîñòîèò èç èäåìïîòåíòíûõ òèïîâ, Ti = Tcr(Ai) è rk Ai = |Ti| 6= 2 äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , t;
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2. äëÿ ëþáîãî τ ∈ T ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p, òàêîå ÷òî τ(p) = ∞
è σ(p) 6= ∞ äëÿ âñåõ σ 6= τ ;

3. Ti ∩ Tj = ∅, åñëè i 6= j;

4.
⋂

τ 6=σ,τ∈Ti
τ = tpZ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Ti, i = 1, . . . , t, åñëè |Ti| 6= 1;

5. ÷èñëà ατ , τ ∈ Ti, íå äåëÿòñÿ íà p, åñëè σ(p) = ∞ äëÿ íåêîòîðîãî
σ ∈ Ti ïðè óñëîâèè |Ti| 6= 1; ατ = 0, åñëè τ ∈ Ti ïðè óñëîâèè
|Ti| = 1;

6. gcd ({ατ | τ 6= σ, τ ∈ Ti}) = 1 äëÿ ëþáîãî σ ∈ Ti, i = 1, . . . , t, åñëè
|Ti| 6= 1;

7. gcd (mτ(X),mσ(X)) = 1, åñëè τ 6= σ è ñóùåñòâóåò i ñî ñâîéñòâîì
τ ∈ Ti, σ ∈ Ti;

8. âñå ατ , τ ∈ Ti � âçàèìíî ïðîñòû ñ Q = |X/V |, åñëè |Ti| 6= 1;

9. τ(p) 6= ∞ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñëà Q è ëþáîãî τ ∈ T .

Ïóñòü K =
⊕

i6t K(Ai) ⊂ X, ãäå K(Ai) = 〈∑τ∈Ti
ατaτ〉. Òîãäà B = X/K

íàçûâàåòñÿ æåñòêîé B(1)crq-ãðóïïîé.
Îïðåäåëåíèå 4. Êàíîíè÷åñêèé ýïèìîðôèçì φ : X 7−→ B = X/K

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì B(1)crq-ãðóïïû B ñ ðàçáèåíèåì
T =

⋃
i6t Ti è êîýôôèöèåíòàìè ατ , τ ∈ Tcr(X), åñëè ãðóïïû X è K

óäîâëåòâîðÿþò âûøåïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì 1�9.
Çàìåòèì, ÷òî B/A0 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, èçîìîðôíîé X/V ,

ãäå A0 = V/K � ñòðîãî ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â B. Ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûõ ãðóïï, A0 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿòîðîì B.

Ëåììà [1, ëåììà 3.3]. Ïóñòü X è Y � ïî÷òè èçîìîðôíûå æåñò-
êèå crq-ãðóïïû è φ : X 7−→ B, ψ : Y 7−→ C � ðåãóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
B(1)crq-ãðóïï B è C ñ îäèíàêîâûì ðàçáèåíèåì T =

⋃
i6t Ti è îäèíàêîâû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè ατ , τ ∈ T . Òîãäà B è C òîæå ïî÷òè èçîìîðôíû.
Íà îñíîâàíèè ýòîé ëåììû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïî÷òè èçîìîðôèçìà íå òîëüêî æåñòêèõ, à òàêæå áëî÷íî-æåñòêèõ

18



B(1)crq-ãðóïï (â ðåãóëÿòîðå êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ïðÿìûå ñóììû íå îä-
íîé, à íåñêîëüêèõ ñèëüíî íåðàçëîæèìûõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì
B(Ai), ñì. [1].

Ëèòåðàòóðà
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[2] Arnold D., Vinsonhaler C. Finite Rank Butler Groups: A Survey of Recent
Results // Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics, vol. 146, p. 17�
41, 1993.
[3] Fuchs L., Metelli C. On a class of Butler groups // Manuscripta Math.,
71, p. 1�28, 1991.
[4] Fuchs L. In�nite Abelian Groups / vol. 1, 2, Academic Press 1970, 1973.
[5] Blagoveshchenskaya E., Mader A. Decompositions of almost completely
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Êâàçèíåîáðàòèìûå ýíäîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï
Áóäàíîâ À.Â. (Òîìñê)

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àáåëåâû ãðóïïû èçó÷àþòñÿ âìåñòå ñ èõ êîëüöàìè
ýíäîìîðôèçìîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïè-
ñàíèåì ñòðóêòóðû êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ ýíäîìîð-
ôèçìîâ íà ãðóïïå. Ïðèìåðîì òàêèõ ïðîáëåì ñëóæàò ïðîáëåìû îïèñàíèÿ
ðàäèêàëîâ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðóïï â òåðìèíàõ
äåéñòâèÿ ýíäîìîðôèçìîâ èç ðàäèêàëîâ íà ãðóïïå [1, ïðîáëåìû 17, 18], [2].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êâàçèíåîáðàòèìîãî ýíäîìîðôèç-
ìà àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è ñ åãî ïîìîùüþ èññëåäóþòñÿ êîëüöà
ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï áåç êðó÷å-
íèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ãðóïïû ïîäðàçóìåâàþòñÿ àáåëåâûìè è íå
èìåþùèìè êðó÷åíèÿ. Âñå èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ è íåîïðåäåëÿåìûå
òåðìèíû ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèíÿòûìè â òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï è ìîãóò
áûòü íàéäåíû â [3].
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ýíäîìîðôèçì α ∈ E(G) êâàçèîáðàòèì ñëåâà íà ýëåìåíòå
g ∈ G, åñëè íàéäåòñÿ ýíäîìîðôèçì β ∈ E(G) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n ∈ N òàêèå, ÷òî βαg = ng. Ýíäîìîðôèçì α ∈ E(G) íàçîâåì êâàçè-
íåîáðàòèìûì ñëåâà, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèîáðàòèìûì ñëåâà íè íà
îäíîì ýëåìåíòå ãðóïïû çà èñêëþ÷åíèåì íóëÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ýíäîìîð-
ôèçì α ∈ E(G) êâàçèíåîáðàòèì ñëåâà, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ g ∈ G,
β ∈ E(G) è n ∈ N èç ðàâåíñòâà βαg = ng ñëåäóåò, ÷òî g = 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìàÿ êâàçèíå-
îáðàòèìîñòü ñïðàâà ðàâíîñèëüíà êâàçèíåîáðàòèìîñòè ñëåâà. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü êâàçèíåîáðàòèìûå ñëåâà ýíäîìîðôèçìû ïðî-
ñòî êâàçèíåîáðàòèìûìè. Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü è â äðóãèõ òåðìèíàõ. À èìåííî, êâàçèíåîáðàòèìîñòü ñëåâà ýíäî-
ìîðôèçìà α ∈ E(G) ðàâíîñèëüíà êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ.

1. Äëÿ ëþáûõ β ∈ E(G) è n ∈ N ýíäîìîðôèçì n − βα ÿâëÿåòñÿ
ìîíîìîðôèçìîì.

2. 〈E(G)αg〉∗ ∩ 〈g〉∗ = 0 äëÿ êàæäîãî g ∈ G èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
g /∈ 〈E(G)αg〉∗, åñëè g 6= 0.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ êâàçèíåîáðà-
òèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï áåç
êðó÷åíèÿ. Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êâàçèíå-
îáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ îáðàçóåò èäåàë êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ, êî-
òîðûé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ ýíäîìîðôèçìîâ íà
ãðóïïå. Ýòîò ðåçóëüòàò ñäåëàë âîçìîæíûì ðàññìîòðåíèå ôàêòîðêîëü-
öà ïî èäåàëó êâàçèíåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷à-
ñòè âûÿâëåíû íåêîòîðûå âçàèìîñâÿçè ââåäåííîãî èäåàëà è ïåðâè÷íîãî è
íèëü ðàäèêàëîâ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå óñëîâèé
íèëüïîòåíòíîñòè èäåàëà êâàçèíåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñâîäèò âîïðîñ î êâàçèíåîáðàòèìîñòè ýí-
äîìîðôèçìà âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû ê âîïðîñó î åãî äåéñòâèè íà åå
ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó óñòàíîâèòü êâàçèíåîáðà-
òèìîñòü ýíäîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåííîãî â ìàòðè÷íîì âèäå îòíîñèòåëüíî
êàêîãî-ëèáî ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ,
G =

⊕
i∈I

Ai � åå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1 è πi : G → Ai
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(i ∈ I) � åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè. Ýíäîìîðôèçì α ∈ E(G) êâàçèíåîá-
ðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ (íåîáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûõ ) ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ Ai, Aj, âõîäÿùèõ â äàííîå ðàçëîæåíèå è
èìåþùèõ îäèí òèï, πiαAj = 0.

Äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå. Ýíäîìîðôèçì α ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû G êâàçèíåîáðà-

òèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ å¼ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ
A, B ðàíãà 1, èìåþùèõ îäèí è òîò æå òèï, παA = 0 (π : G → B �
ïðîèçâîëüíàÿ ïðîåêöèÿ).

Èç ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ ëåãêî âûâåñòè ÷òî ìíîæåñòâî Q(G) âñåõ
êâàçèíåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì êîëüöà E(G). Ïóñòü Ω(G) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òèïîâ ïðÿìûõ
ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû G. Äëÿ êàæäîãî òèïà t îáîçíà-
÷èì Gt ãðóïïó G(t)/G∗(t). Äëÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû G ãðóïïà Gt

ÿâëÿåòñÿ åå îäíîðîäíîé êîìïîíåíòîé òèïà t.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè ãðóïïà G âïîëíå ðàçëîæèìà, òî

E(G)/Q(G) ∼=
∏

t∈Ω(G)

E(Gt).

2. Åñëè ãðóïïà G ñåïàðàáåëüíà, òî E(G)/Q(G) èçîìîðôíî ïîäêîëüöó
â

∏
t∈Ω(G)

E(Gt).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ íèëüïî-
òåíòíîñòè èäåàëà Q(G). Ïóñòü P (R) îáîçíà÷àåò ïåðâè÷íûé, N(R) �
íèëü-ðàäèêàë. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ m-ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, åñëè
êàæäàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïü åãî ýëåìåíòîâ ñîñòîèò èç íå áîëåå
÷åì m ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà. 3 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñåïàðàáåëüíóþ ãðóïïó G ðàâíî-
ñèëüíû:

1) P (E(G))m = 0;
2) N(E(G))m = 0;
3) Q(G)m = 0;
4) Ω(G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ m-ìàêñèìàëüíîñòè.

Ïðè ýòîì Q(G) � íàèáîëüøèé èäåàë, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
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â óñëîâèè 4). Ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè I � èäåàë
êîëüöà E(G) è I 6⊂ Q(G), òî â I íàéäåòñÿ íå íèëüïîòåíòíûé ýíäîìîð-
ôèçì.

Ëèòåðàòóðà
[1] Êðûëîâ Ï.À., Ìèõàëåâ À.Â., Òóãàíáàåâ À.À. Àáåëåâû ãðóïïû è èõ
êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ / Ï.À. Êðûëîâ � Ì.: Ôàêòîðèàë Ïðåññ � 2006.
[2]Ìèñÿêîâ Â.Ì. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè àáåëåâûõ ãðóï / Â.Ì. Ìèñÿ-
êîâ // Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå � Òåçèñû
äîêëàäîâ � Òîìñê: ÒÃÓ � 2008. � C.55.
[3] Ôóêñ Ë. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû / Ë. Ôóêñ � Ì.: Ìèð, 1974. �
Ò.1. � 1977. � Ò.2.

Êàòåãîðèÿ ëîêàëüíûõ cl-ãðóïï
Âåðøèíà Ñ.Â., Ôàðóêøèí Â.Õ. (Áèéñê, Ìîñêâà)

Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ p-ëîêàëüíîé (îáîáùåííî ïðèìàðíîé ïî
Êóëèêîâó), åñëè qA = A äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q 6= p.

p-ëîêàëüíóþ ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ íàçîâåì cl-ãðóïïîé (circle, line), åñ-
ëè åå ïîëå ðàñùåïëåíèÿ, ïîäïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå ÷èñëî
êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, èñõîäÿ
èç çàäàííîé åäèíèöû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A è B ÿâëÿþòñÿ cl-ãðóïïàìè êîíå÷íîãî ðàíãà.
Òîãäà ñëåäóþùèå ãðóïïû òàêæå ÿâëÿþòñÿ cl-ãðóïïàìè:
1) ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû cl-ãðóïï;
2) ïðÿìûå ñëàãàåìûå cl-ãðóïï;
3) ãîìîìîðôíûå îáðàçû cl-ãðóïï;
4) êîíå÷íûå ïðÿìûå ñóììû cl-ãðóïï;
5) ãðóïïû, äâîéñòâåííûå (ïî Àðíîëüäó) cl-ãðóïïàì;
6) ãðóïïû êâàçèèçîìîðôíûå cl-ãðóïïàì;
7) A⊗Zp

B, ãäå Zp � ëîêàëèçàöèÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîãî ÷èñëà p;
8) HomZp

(A, B);
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9) àääèòèâíûå ãðóïïû êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ è åãî öåíòðà cl-ãðóïï;
10) ðàñøèðåíèå ãðóïïû A ñ ïîìîùüþ ãðóïïû B.

Òåîðåìà 2. Åñëè ðàíã ñèëüíî íåðàçëîæèìîé cl-ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ
íå÷åòíûì ÷èñëîì, òî êîëüöî åå ýíäîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíî.

Ëèòåðàòóðà
[1] Êóëèêîâ Ë.ß. Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë / Ì.: Âûñøàÿ øê. 1979.
[2] Lady E.L. Splitting Fields for Torsion-Free Modules over Discrete Valuation
Rings // J. Algebra, 49. p. 261�275, 1977.

Îïðåäåëÿåìîñòü àáåëåâûõ ãðóïï ñâîèìè ãðóïïàìè
àâòîìîðôèçìîâ

Âèëüäàíîâ Â.Ê., Ñåáåëüäèí À.Ì. (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâîé ãðóïïû å¼ ãðóïïîé àâòî-
ìîðôèçìîâ. Ïîëó÷åí êðèòåðèé îïðåäåëÿåìîñòè ãðóïïû â êëàññå âïîëíå
ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ áëî÷íî æåñòêèõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ãðóïï X, åñëè èç Aut(A) ∼= Aut(B),
ãäå B ∈ X, âñÿêèé ðàç ñëåäóåò, ÷òî A ∼= B.

Ïóñòü Fcd êëàññ âñåõ âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷å-
íèÿ, Fbr � êëàññ âïîëíå ðàçëîæèìûõ áëî÷íî æåñòêèõ àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ, Ω(A) � ìíîæåñòâî òèïîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 ãðóï-
ïû A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ãðóïïà A ∈ Fcd îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì êëàññå ñâîåé
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ, òîãäà A ïî÷òè äåëèìàÿ è äëÿ âñÿêîãî ìèíè-
ìàëüíîãî òèïà τ ∈ Ω(A), r(A(τ)) > 1.

Òåîðåìà 2. 2-äåëèìàÿ ãðóïïà A ∈ Fcd, r(A) = 2 îïðåäåëÿåòñÿ â
ýòîì êëàññå ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A îäíîðîäíàÿ ïî÷òè äåëèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A ∈ Fbr 2-äåëèìàÿ ãðóïïà, A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå Fbr òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A

ïî÷òè äåëèìàÿ è äëÿ ëþáîãî òèïà τ ∈ Ω(A), r(A(τ)) > 1.
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Î ïðèìåíåíèè êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï â
äèçàéíå

Ãîëîâàíîâà Î.Â. (Êðàñíîÿðñê)

Ñ ïîñòðîåíèÿìè ñåò÷àòûõ îðíàìåíòîâ è ìîçàèê (ñì. ðèñ. 1, 3, 4), çà-
êîíàìè ñèììåòðèè àâòîðó ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè ðàáîòå ñî ñòó-
äåíòàìè ñïåöèàëüíîñòåé �Àðõèòåêòóðà� è �Äèçàéí àðõèòåêòóðíîé ñðåäû�
Èíñòèòóòà àðõèòåêòóðû è äèçàéíà Ñèáèðñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñè-
òåòà.

Ãîëëàíäñêèé õóäîæíèê Ìîðèñ Êîðíåëèóñ Ýøåð [1], [3], [4] (Maurits
Cornelis Escher) (1898 � 1972), ñîçäàâàÿ ÷åðíî-áåëûå ãðàâþðû èç ôèãóð,
çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî áåç ïðîìåæóòêîâ, íå ïîäîçðåâàë, ÷òî èñïîëü-
çóåò õîðîøî ðàçðàáîòàííûå çàêîíû ñèììåòðèè. Òîëüêî â 1935 ãîäó îí íà-
òîëêíóëñÿ íà ëèòåðàòóðó ïî êðèñòàëëîãðàôèè. Ýøåð íà÷àë àíàëèçèðî-
âàòü ïðîñòðàíñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñâîèõ ðèñóíêîâ, îñîáåííî êîãäà
ïðèñòóïèë ê ìíîãîöâåòíûì êîìïîçèöèÿì. Â 1942 ãîäó â ñâîèõ çàïèñ-
êàõ îí ñôîðìóëèðîâàë îòêðûòûå èì çàêîíû ñèììåòðè÷íîãî çàïîëíåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà ìíîãîöâåòíûìè ôèãóðàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî Ýøåð ïîëó÷èë
ïî÷òè âñå äâóõ-, òðåõ-, ÷åòûðåõ- è øåñòèöâåòíûå ãðóïïû ñèììåòðèè. Ïî-
ýòîìó êðèñòàëëîãðàôû î÷åíü ëþáÿò èëëþñòðèðîâàòü òå èëè èíûå ýëå-
ìåíòû ñèììåòðèè è ãðóïïû ãðàâþðàìè Ýøåðà.

Ðèñ. 1: Ìîçàèêè, ñîçäàííûå ñòóäåíòàìè ïî òåõíèêå Ýøåðà.
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Ñåò÷àòûé îðíàìåíò (ñåò÷àòûé, èëè ðàïïîðòíûé) � îðíàìåíò, ìîòèâ
êîòîðîãî ïîâòîðÿåòñÿ è ïî âåðòèêàëè, è ïî ãîðèçîíòàëè, ýòîò îðíàìåíò
áåñêîíå÷åí âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ.

Ñïèñîê âñåõ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï ïðèâîäèò Êîêñåòåð Ã. [1].
Â ñòàòüå Ìàëüöåâà À.È. [2] äàíû ñõåìû îðíàìåíòîâ (ñì. ðèñ. 2), ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êàæäîé èç 17-òè êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï. Ñåò÷àòûé
îðíàìåíò çàïîëíÿåò âñþ ïîâåðõíîñòü è ðàñïîëàãàåòñÿ ïî íåâèäèìîé ñåò-
êå ñ ôîðìàìè ÿ÷ååê: ðîìáà, êâàäðàòà, òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëîãðàììà.

Ðèñ. 2: Ñõåìû îðíàìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé èç 17-òè êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ
ãðóïï

Íèæå ïðèâåäåíû ñåò÷àòûå îðíàìåíòû (ñì. ðèñ. 3, 4), ñîçäàííûå ñòó-
äåíòàìè â ñèñòåìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ AutoCAD.

Èçó÷àþòñÿ òàêæå ïðîñòðàíñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñèììåòðèè. Ñìîò-
ðè [1], [2].
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Ðèñ. 3: Îðíàìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ñõåìå 17 èç ðèñ. 2.

Ðèñ. 4: Îðíàìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ñõåìå 16 èç ðèñ. 2.

Ëèòåðàòóðà
[1] Êîêñåòåð Ã.Ñ.Ì. Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ / Ã.Ñ.Ì. Êîêñåòåð � Ì.: Íà-
óêà, 1966.
[2] Ìàëüöåâ À.È. Ãðóïïû è äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû / À.È. Ìàëü-
öåâ � Â êí.: Èçáðàííûå òðóäû. Ò 1. Ì.: Íàóêà, 1976 ã. � Ñ. 352�421. Â
êí.: Ìàòåìàòèêà, åå ñîäåðæàíèå, ìåòîäû è çíà÷åíèå. Ò 3. Èçä-âî ÀÍ
ÑÑÑÐ, 1956. � Ñ. 248�331.
[3] http://www.mcescher.com/
[4] http://www.im-possible.info/russian/ articles/escher/escher.html

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00395).
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Îïðåäåëÿåìîñòü îäíîðîäíûõ âïîëíå òðàíçèòèâíûõ
ãðóïï ñâîèìè ãîëîìîðôàìè

Ãðèíøïîí Ñ.ß, Ãðèíøïîí È.Ý. (Òîìñê)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â íåêî-
òîðîì êëàññå <, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû B èç ýòîãî êëàññà èçîìîðôèçì
ãîëîìîðôîâ ãðóïï A è B âëå÷åò èçîìîðôèçì ñàìèõ ãðóïï A è B. Èç-
âåñòíû ïðèìåðû íåèçîìîðôíûõ êîíå÷íûõ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï, ãî-
ëîìîðôû êîòîðûõ èçîìîðôíû [1]. Îäíàêî, ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê àáåëåâûì ãðóïïàì. Â [1] Ìèëëñ ïîêàçàë, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå
âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ
îá îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ ãðóïï ñâîèìè ãîëîìîðôàìè ïîëó÷åí È.Õ.
Áåêêåðîì [2]. Îïðåäåëÿåìîñòü âåêòîðíûõ ãðóïï ñâîèìè ãîëîìîðôàìè èñ-
ñëåäîâàëàñü â [3] è [4].

Ðàññìîòðèì îïðåäåëÿåìîñòü ñâîèìè ãîëîìîðôàìè îäíîðîäíûõ âïîëíå
òðàíçèòèâíûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ A íàçûâàåòñÿ âïîëíå
òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A òàêèõ, ÷òî χ(a) 6
χ(b) ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçì η ãðóïïû A, îòîáðàæàþùèé ýëåìåíò a â
ýëåìåíò b.

Ïðè èññëåäîâàíèè äàííîãî âîïðîñà áûëè äîêàçàíû òàêèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãîëîìîðôà àáåëå-

âîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ.
Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ A îáîçíà÷èì ÷åðåç T (A) ìíîæå-

ñòâî âñåõ òèïîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãîëîìîðôà

àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî òèïà t ∈ T (S) ñó-
ùåñòâóåò òèï t′ ∈ T (A) òàêîé, ÷òî t′ > t.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå äðóãèõ óñòàíîâëåííûõ ôàê-
òîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñòðîåíèåì àáåëåâûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãîëîìîð-
ôîâ àáåëåâûõ ãðóïï, áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ âïîëíå òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï.
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Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ïîëíàÿ â ñâîåé p-àäè÷åñêîé
òîïîëîãèè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ëèòåðàòóðà
[1] Mills W. N. On the non-isomorphism of certain holomorphs / W.N. Mills
// Trans. Amer. Math. Soc. � 1953. V.74. � P. 428�443.
[2] Áåêêåð È.Õ. Àáåëåâû ãðóïïû ñ èçîìîðôíûìè ãîëîìîðôàìè / È.Õ.
Áåêêåð // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1975. N.3. � Ñ. 97�99.
[3] Ãðèíøïîí È.Ý. Ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå âåêòîðíûå ãðóïïû / È.Ý.
Ãðèíøïîí // Àáåëåâû ãðóïïû. Ìàòåðèàëû Âñåðîññèéñêîãî ñèìïîçèóìà.
Áèéñê. � 2006. � Ñ. 14�16.
[4] Ãðèíøïîí È.Ý. Îïðåäåëÿåìîñòü âåêòîðíûõ ãðóïï ñâîèìè ãîîìîðôà-
ìè / È.Ý. Ãðèíøïîí // Âåñòíèê Òîìñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà. � 2007. N.298. �
Ñ. 111�113.

Ãîìîìîðôíàÿ óñòîé÷èâîñòü è ãðóïïû, ïîëíûå â
ñâîåé p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè

Ãðèíøïîí Ñ.ß., Åëüöîâà Ò. À. (Òîìñê)

Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû B, åñëè îáúåäèíåíèå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ ãðóïïû A â ãðóïïå B

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû B, òî åñòü åñëè
⋃

α∈Hom(A,B)
Im α � ïîäãðóïïà

ãðóïïû B.
Ãîìîìîðôíàÿ óñòîé÷èâîñòü ãðóïï èç íåêîòîðûõ êëàññîâ èññëåäîâà-

ëàñü â öèêëå ðàáîò [1�5]. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâûõ
ãðóïï çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ñóìì. Ïîëó÷åí êðèòåðèé ãîìîìîðô-
íîé óñòîé÷èâîñòè æåñòêèõ ãðóïï. Èññëåäîâàíà ãîìîìîðôíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü ãðóïï îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, à òàêæå ãîìîìîðôíàÿ
óñòîé÷èâîñòü ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé îòíîñèòåëüíî óçêèõ ãðóïï. Äîêàçà-
íî, ÷òî ñåïàðàáåëüíûå ãðóïïû ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ëþ-
áûõ ãðóïï. Èññëåäîâàíû ñâÿçè äåëèìûõ è ðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï ñ ãî-
ìîìîðôíîé óñòîé÷èâîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
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ìîæíî ñòðîèòü ãðóïïû ðàíãà n (n > 1), íå ÿâëÿþùèåñÿ ãîìîìîðôíî
óñòîé÷èâûìè, êàæäàÿ ïîäãðóïïà êîòîðûõ ìåíüøåãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôíî óñòîé÷èâîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãîìîìîðôíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñâÿ-
çàííàÿ ñ ãðóïïàìè, ïîëíûìè â ñâîåé p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ãðóïïà, ïîëíàÿ â ñâîåé p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè,

ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ãðóïïû.
Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ãðóïïà ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî

ëþáîé ãðóïïû, ïîëíîé â ñâîåé p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ãðèíøïîí Ñ.ß. Ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâûå àáåëåâû ãðóïïû /

Ñ.ß. Ãðèíøïîí, Ò.À. Åëüöîâà // Âåñòí. Òîì. óí-òà. Ñåð. Ìàòåìàòèêà.
Êèáåðíåòèêà. Èíôîðìàòèêà. � Òîìñê, 2003. � � 280. � Ñ. 31�33.

[2] Grinshpon S.Ya. Homomorphic images of Abelian groups / S.Ya. Grin-
shpon, T.A. Yeltsova // J. Math. Sci. � 2008. � Vol. 154., � 3.� P. 290�294.

[3] Åëüöîâà Ò.À. Ãîìîìîðôíî óñòîé÷èâûå àáåëåâû ãðóïïû // Âåñòí.
Òîì. óí-òà. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Êèáåðíåòèêà. Èíôîðìàòèêà. � Òîìñê,
2006. � � 290. � Ñ. 30�32.

[4]Grinshpon S.Ya.Homomorphic stability of Abelian groups / S.Ya. Grin-
shpon, T.A. Yeltsova // J. Math. Sci. � 2009. � Vol. 163., � 6.� P. 670�676.

[5] Ãðèíøïîí Ñ.ß. Ñâÿçü äåëèìûõ è ðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï ñ ãîìî-
ìîðôíîé óñòîé÷èâîñòüþ / Ñ.ß. Ãðèíøïîí, Ò.À. Åëüöîâà // Âåñòí. Òîì.
óí-òà. Ñåð. Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � Òîìñê. � 2009. � � 2(6). � Ñ.
14�19.

Ñîáñòâåííûå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäãðóïïû,
èçîìîðôíûå ãðóïïå 1

Ãðèíøïîí Ñ.ß., Íèêîëüñêàÿ Ì.Ì. (Òîìñê)

Èññëåäîâàíèþ àáåëåâûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû,
èçîìîðôíûå ñàìîé ãðóïïå, ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò. Òàêèå ãðóïïû èçó÷àë

1Àâòîðû ïîääåðæàíû ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè íà
2009-2013 ãîäû¿, Ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò Ï 937 îò 20 àâãóñòà 2009 ãîäà.
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Ð.À. Áüþìîíò â [1]. Îí íàçâàë òàêèå ãðóïïû I-ãðóïïàìè. Â [1], â ÷àñò-
íîñòè, äîêàçàíî, ÷òî äåëèìàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ I-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã. Òàêèå ãðóïïû è ìîäóëè èññëå-
äîâàëèñü â [2] è [3] Ð.À. Áüþìîíòîì è Ð.Ñ. Ïèðñîì. Êðîìå I-ãðóïï, â
[3] ðàññìàòðèâàëèñü IP -ãðóïïû (ãðóïïû, èçîìîðôíûå ñîáñòâåííîé ñåð-
âàíòíîé ïîäãðóïïå) è ID-ãðóïïû (ãðóïïû, èçîìîðôíûå ñîáñòâåííîìó
ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó). Â ÷àñòíîñòè, â [3] äîêàçàíî, ÷òî åñëè G � ðåäóöè-
ðîâàííàÿ àáåëåâà ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî G/pG � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî G íå ÿâëÿåòñÿ ID-ãðóïïîé. Â [4] Ï. Êðîóëè ñòðîèò
ïðèìåð áåñêîíå÷íîé ïðèìàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷-
íîé âûñîòû, êîòîðàÿ íå èçîìîðôíà íèêàêîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïå. Â [5]
èññëåäóþòñÿ àáåëåâû p-ãðóïïû, íå ñîäåðæàùèå ñîáñòâåííûõ ñåðâàíòíûõ
ïëîòíûõ ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ ñàìîé ãðóïïå. Â [6] ðàññìàòðèâàþòñÿ
êâàçèìèíèìàëüíûå ãðóïïû. (Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ êâàçèìèíè-
ìàëüíîé, åñëè îíà èçîìîðôíà âñåì åå ïîäãðóïïàì òîé æå ìîùíîñòè, ÷òî
è ñàìà ãðóïïà A). Â [6] äîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè G � áåñêîíå÷-
íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà, òî G � êâàçèìèíèìàëüíàÿ ãðóïïà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà G ∼= Z (p∞) èëè G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï ïîðÿäêà p.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ãðóïïû, ñîäåðæàùèå ñîáñòâåííûå
âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå ñàìîé ãðóïïå.

Àáåëåâó ãðóïïó íàçîâåì IF -ãðóïïîé, åñëè îíà èçîìîðôíà íåêîòîðîé
ñîáñòâåííîé âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Âñþäó äàëåå ïîä ñëîâîì ¾ãðóïïà¿ áóäåì ïîíèìàòü àääèòèâíî çàïè-
ñàííóþ àáåëåâó ãðóïïó.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ IF -ãðóïïîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N0 ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, à

÷åðåç fA (k) � k-òûé èíâàðèàíò Óëüìà �Êàïëàíñêîãî p-ãðóïïû A, òî åñòü
ðàíã ôàêòîð-ãðóïïû pkA [p] /pk+1A [p]. Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü A � ñåïàðàáåëüíàÿ p-ãðóïïà. Ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë i0, i1, ..., in, ... íàçîâåì äîïó-
ñòèìîé äëÿ ãðóïïû A, åñëè äëÿ èíâàðèàíòîâ Óëüìà �Êàïëàíñêîãî ýòîé

ãðóïïû âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ fA (k) =
ik+1−1∑
i=ik

fA (i), k ∈ N0.
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Òåîðåìà 2. Íåîãðàíè÷åííàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ p-ãðóïïà ñ êîíå÷íûìè èí-
âàðèàíòàìè Óëüìà �Êàïëàíñêîãî íå ÿâëÿåòñÿ IF -ãðóïïîé, åñëè äëÿ íåå
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ.

Ñëåäñòâèå 3. Íåîãðàíè÷åííàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ p-ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ
IF -ãðóïïîé, åñëè åå èíâàðèàíòû Óëüìà �Êàïëàíñêîãî êîíå÷íû è îáðà-
çóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ëèòåðàòóðà
[1] Beaumont R.A. Groups with isomorphic proper subgroups // Bull. Amer.
Math. Soc. � 1945. �V.51. � P. 381�387.
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morphic submodules / R.A. Beaumont, R.S. Pierce // Trans. Amer. Math.
Soc. � 1959. � V.91. � P. 209�219.
[3] Beaumont R.A. Isomorphic direct summands of abelian groups /R.A.
Beaumont, R.S. Pierce // Math. Annalen � 1964. � V.153. � P. 21�37.
[4] Crawley P. An in�nite primary abelian group without proper isomorphic
subgroups // Bull. Amer. Math. Soc. � 1962. � V.68.� p. 463�467.
[5] Monk G.S. Abelian p-groups without proper isomorphic pure dense sub-
groups // Ill. J. Math. � 1970. � V.14. � p. 164�177.
[6] Goldsmith B. Quasi-minimal groups. / B. Goldsmith, S. 'Oh'og'ain, S.
Wallutis // Proc. Of Amer. Math. Soc. � 2004. � V.132. � p. 2185�2195.

Íåòðèâèàëüíûå ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû êîëüöà
íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä àññîöèàòèâíî

êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè
Åëèñîâà À.Ï. (Êðàñíîÿðñê)

Íàðÿäó ñ èçó÷åíèåì àâòîìîðôèçìîâ êîëåö è àëãåáð â ïîñëåäíèå ãî-
äû àêòóàëüíûì ñòàë âîïðîñ îá èõ ëîêàëüíûõ àâòîìîðôèçìàõ. Ïîíÿòèå
ëîêàëüíûé àâòîìîðôèçì áûëî ââåäåíî Larson è Sourour.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ëîêàëüíûì àâòîìîðôèçìîì êîëüöà èëè àëãåáðû A

íàçûâàþò àâòîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû A+ (K � ëèíåéíûé äëÿ àë-
ãåáðû), êîòîðûé íà êàæäûé ýëåìåíò èç A äåéñòâóåò êàê íåêîòîðûé àâòî-
ìîðôèçì êîëüöà èëè ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðû A, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿ-
ùèé îò âûáîðà ýëåìåíòà. Òðèâèàëüíûìè ëîêàëüíûìè àâòîìîðôèçìàìè
ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìû. Îñòàëüíûå ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû íàçûâà-
þò íåòðèâèàëüíûìè.

Larson è Sourour (1990 ã.) äîêàçàëè, ÷òî àâòîìîðôèçìû è àíòèàâòî-
ìîðôèçìû ïîëíîé àëãåáðû Mn(C) âñåõ êîìïëåêñíûõ n × n ìàòðèö èñ-
÷åðïûâàþò åå ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû [1]. Randall Crist (2000 ã.) [2]
ïîñòðîèë ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ëîêàëüíîãî àâòîìîðôèçìà äëÿ îïðå-
äåëåííîé ïîäàëãåáðû òðåóãîëüíîé òðåõìåðíîé êîìïëåêñíîé àëãåáðû.

Èññëåäóþòñÿ ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû êîëüöà NT (n,K) íèëüòðå-
óãîëüíûõ n × n ìàòðèö (ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íàä íåé)
íàä àññîöèàòèâíî êîììóòàòèâíûì êîëüöîì K ñ åäèíèöåé. Âûÿâëÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ íà d ∈ K è k, m, 1 6 k − m < n, ïðè êîòîðûõ ëîêàëüíûì
àâòîìîðôèçìîì êîëüöà NT (n,K) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

ϕkm : α → α + dakmen1 (α ∈ NT (n,K), d ∈ K).

Îïðåäåëåíèå 2. (Ëîêàëüíûé) àâòîìîðôèçì êîëüöà èëè àëãåáðû A
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè îí äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî ïî ìîäóëþ
öåíòðà A.

Àâòîìîðôèçìû êîëüöà NT (n,K) îïèñàíû â [4], â òîì ÷èñëå è öåí-
òðàëüíûå. ßñíî, ÷òî ê íèì îòíîñÿòñÿ è îòîáðàæåíèÿ ϕm+1,m ïðè n > 2
è ∀K.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Åñëè îòîáðàæåíèå ϕkm ïðè k −m > 1 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì àâòîìîðôèçìîì êîëüöà NT (n,K) (n > 2), òî (k, m) åñòü (3, 1),
(n, n− 2) èëè (n, 1). Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ýëåìåíò d ïîðîæäàåò â êîëü-
öå K ìèíèìàëüíûé íåíóëåâîé èäåàë, òî îòîáðàæåíèÿ ϕ31 è ϕn,n−2, ϕn1

îïðåäåëÿþò íåòðèâèàëüíûå ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû.
Ëèòåðàòóðà
[1] Larson David R., Sourour Ahmed R. Local Derivations and local

automorphisms of B(H) / David R. Larson, Ahmed R. Sourour // Proc.
Sympos. Pure Math. � 1990. � �51. � P. 187-194.
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[2] Crist R. Local automorphisms / R. Crist // Proc. Amer. Math. Soc.
� 2000. � �128. � P.1409-1414.

[3] Semrl P. Local automorphisms and derivations of B(H) / P. Semrl//
Proc. Amer. Math. Soc. � 1997. � �125. � P.2677-2680.

[4] Ëåâ÷óê Â.Ì. Ñâÿçè óíèòðåóãîëüíîé ãðóïïû ñ íåêîòîðûìè êîëüöà-
ìè. II. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ / Â.Ì. Ëåâ÷óê // Ñèá. ìàòåì. æóðí. �
1983. � Ò.24. � �4. � Ñ.543-557.

Òåîðèÿ ãðóïï â òåõíè÷åñêîì ÂÓÇå
Åëüöîâ À.À., Åëüöîâà Ò.À. (Òîìñê)

Òåîðèÿ ãðóïï, ÿâëÿÿñü îäíèì èç ñàìûõ àáñòðàêòíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìà-
òèêè, íàõîäèò â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñ¼ áîëüøåå ïðèìåíåíèå â èíæåíåðíîé
ïðàêòèêå. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ ñïåöèàëüíîñòåé âûçâàí-
íîå ðàçâèòèåì òåõíèêè, â òîì ÷èñëå, ïîÿâëåíèåì êîìïüþòåðîâ, òàê è âñ¼
áîëüøèì ïðîíèêíîâåíèåì òåîðèè ãðóïï â ðàçëè÷íûå îáëàñòè èíæåíåð-
íîé äåÿòåëüíîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è â ñïåöèàëüíûå êóðñû, íàïðèìåð, â
êðèñòàëëîãðàôèþ, êðèïòîãðàôèþ, îáðàáîòêó èçîáðàæåíèé, êîìïüþòåð-
íóþ ãðàôèêó è â äðóãèå ðàçäåëû. Â ðåçóëüòàòå, ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîñòü å¼ èçó÷åíèÿ â èíæåíåðíûõ âóçàõ.

Èçìåíåíèå ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè èíæåíåðîâ, âûðà-
çèâøååñÿ â íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè
â ñïåöèàëüíûõ êóðñàõ, ïîâëåêëî çà ñîáîé íåñêîëüêî ïðîáëåì. Ïåðâàÿ
èç íèõ � óðîâåíü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà â òðàäèöèîííîì êóðñå ìàòåìà-
òèêè äëÿ èíæåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ïîÿâèâøàÿñÿ â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ òåíäåíöèÿ ê óïðîùåíèþ îáùåãî êóðñà ìàòåìàòèêè â âóçå èãðàåò â
ýòîì ïëàíå ïëîõóþ ðîëü, òàê êàê ñòîëêíóâøèñü ñ óïðîù¼ííûì èçëîæå-
íèåì â îáùåì êóðñå, ñòóäåíòû èñïûòûâàþò òðóäíîñòè ñ âîñïðèÿòèåì è
ïîíèìàíèåì ðàçäåëîâ ñ áîëüøèì óðîâíåì àáñòðàêöèè. Âòîðàÿ èç ýòèõ
ïðîáëåì � ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ê íàïèñàíèþ ó÷åáíè-
êîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé êàê äëÿ îáùåãî, òàê è äëÿ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ.
Íóæíû ó÷åáíèêè è ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, íàïèñàííûå ïðîñòûì ÿçûêîì è ïî-
íÿòíûå áîëüøåìó, ÷åì ïðîôåññèîíàëüíûå ìàòåìàòèêè, êðóãó ÷èòàòåëåé.
Îá ýòîé ïðîáëåìå äàâíî ãîâîðÿò, åñòü äàæå ñïåöèàëüíàÿ ñåðèÿ êíèã ïî
ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ, íî â ñâÿçè ñ ïîñòîÿííûì ðàñøèðåíèåì êðóãà
ìàòåìàòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé,
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ïîòðåáíîñòü â ïîäîáíûõ ó÷åáíèêàõ è ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ, â òîì ÷èñëå è
ñ èçëîæåíèåì òåîðèè ãðóïï, îñòà¼òñÿ, õîòÿ è ïîñòåïåííî ðåøàåòñÿ. Èç
êíèã ïî àáñòðàêòíîé àëãåáðå (âêëþ÷àÿ òåîðèþ ãðóïï) ìîæíî îòìåòèòü
äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàïèñàííóþ êíèãó Ý.Ôðèäà [1], à òàêæå êíèãè ïî òåî-
ðèè ãðóïï Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà [2] è È. Ãðîññìàíà, Â. Ìàãíóñà [3], íî îíè,
ê ñîæàëåíèþ, íå îõâàòûâàþò ìíîãèõ âîïðîñîâ, æåëàòåëüíûõ äëÿ èçó÷å-
íèÿ.

Â òðàäèöèîííîì êóðñå äëÿ èíæåíåðîâ òåîðèÿ ãðóïï, êîëåö, ïîëåé ëè-
áî íå ÷èòàåòñÿ âîâñå, ëèáî èçëàãàåòñÿ â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû, ïðè
ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü çàíèìàåò 1�2 ëåêöèè è ïðåäïîëàãàåò ñà-
ìîå ïîâåðõíîñòíîå çíàêîìñòâî ñ ýòèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.
Â Òîìñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèî-
ýëåêòðîíèêè (ÒÓÑÓÐå) àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé êóðñ
èçó÷àåòñÿ íà íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíîñòÿõ ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì îòâî-
äèìûõ íà íåãî ÷àñîâ.

Íàìè ýòîò êóðñ ÷èòàåòñÿ äëÿ íàïðàâëåíèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà
è èíôîðìàòèêà¿ â îáú¼ìå 50 ÷àñîâ (25 ÷àñîâ ëåêöèé è 25 ÷àñîâ ïðàêòè-
êè). Êóðñ èçó÷àåòñÿ â 3-ì ñåìåñòðå êàê çàâåðøàþùèé äëÿ äèñöèïëèíû
¾Ãåîìåòðèÿ è àëãåáðà¿. Òàêîå íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ëåêöèîííûõ ÷àñîâ
ïðåäúÿâëÿåò òðåáîâàíèÿ íà îòáîð èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà. Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü âñå ïðåëåñòè òåîðèè, à ñ äðóãîé, èçëîæèòü
èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Åñòåñòâåííî, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, êàê êîíå÷-
íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå. Íå ìîãóò îñòàòüñÿ áåç âíèìàíèÿ è òàêèå âîïðî-
ñû, êàê ïîäãðóïïû, íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, êëàññû ñìåæíîñòè, ôàêòîð-
ãðóïïû, ðàçëîæåíèå ãðóïï â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (ïðÿìóþ ñóììó) ïîä-
ãðóïï.

Ïðè ðàññìîòðåíèè îòîáðàæåíèé f : X → Y , íå íàäåëÿÿ X è Y êàêîé-
ëèáî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ìàëî ÷òî ìîæåì ïîëó÷èòü. Èíúåê-
öèÿ, ñþðúåêöèÿ, áèåêöèÿ, ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé, îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå � âåñü êðóã âîïðîñîâ äîñòóïíûõ äëÿ èçó÷åíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå â
ó÷åáíîì êóðñå. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èçó÷àòü îòîáðàæå-
íèÿ ìíîæåñòâ íàäåë¼ííûõ îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðîé, â ÷àñòíîñòè ñòðóê-
òóðîé ãðóïïû. Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü, â ñëó÷àå íàäåëåíèÿ X è Y , íà-
ïðèìåð, ñòðóêòóðîé ãðóïïû èëè êîëüöà èëè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îïåðàöèè. Äëÿ ãðóïï è êîëåö
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ýòî ãîìîìîðôèçìû, äëÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ � ëèíåéíûå îïåðàòîðû.
Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ f : A → B àáåëå-
âîé ãðóïïû A â àáåëåâó ãðóïïó B îáðàçóåò ãðóïïó Hom(A, B). Èçó÷åíèå
ãðóïï ãîìîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íòåðåñíûì è èíòåíñèâíî ðàçâèâà-
åìûì íàïðàâëåíèåì. Äàëåå, òàê êàê ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé f : X → X
åñòü ïîëóãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, òî è ìíîæåñòâî
ãîìîìîðôèçìîâ Hom(A, A), áóäó÷èçàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ýòîé îïå-
ðàöèèè, ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîòîðîé îáðàçóåò
ãðóïïó, íàçûâàåìóþ ãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ EndA. Ââåäåíèå â êðóã èçó-
÷àåìûõ ïðè ýòîì âîïðîñîâ áóäåò äàëåêî íå ëèøíèì. Òàê êàê â òåõíèêå
ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì êîíå÷íûå ãðóïïû, òî èçó÷àåì èõ áîëåå ïîäðîá-
íî. Ïðè ëþáîì íàïîëíåíèè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ãðóïïû ñèììåòðèè,
ìàòðè÷íûå ãðóïïû.

Äëÿ óïðàæíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë, ãðóïïû êîðíåé
èç åäèíèöû, ãðóïïû ïîäñòàíîâîê è ò.ä.

Çàòåì èçó÷àþòñÿ êîëüöà è èõ ÷àñòíûé ñëó÷àé � ïîëÿ. Êðîìå îáùèõ
âîïðîñîâ îá èäåàëàõ, ãëàâíûõ èäåàëàõ è ò.ä., ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå
÷àñòíûå âîïðîñû. Ìíîãî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, â òîì ÷èñëå è êîíå÷íûõ. Â ÷àñòíîñòè, èíòå-
ðåñíî ðàñøèðåíèå ïîëÿ R äî ïîëÿ C. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëüöà
âû÷åòîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîëüöà âû÷åòîâ íàõîäÿò âñ¼ áîëüøåå
ïðèìåíåíèå è â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, òàêîé êîðîòêèé êóðñ îñòàâëÿåò çà ðàìêàìè èçëîæåíèÿ
ìíîãî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ, â òîì ÷èñëå èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ôðèä Ý. Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â àáñòðàêòíóþ àëãåáðó / Ý. Ôðèä �
Ì.: Ìèð, 1979.
[2] Àëåêñàíäðîâ Ï.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï / Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ �
Ì.: Íàóêà, 1980.
[3] Ãðîññìàí È., Ìàãíóñ Â. Ãðóïïû è èõ ãðàôû / È. Ãðîññìàí � Ì.:
Ìèð, 1971.
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Ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä êîëüöàìè
ïñåâäîàëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë1

Çèíîâüåâ Å.Ã. (Òîìñê)

Äàäèì îñíîâíîå îïðåäåëåíèå äàííîé çàìåòêè.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ

÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî p ∈ P ïóñòü Rp = Zpk , ãäå k ∈ N, èëè Rp = Ẑp. Ïî-
ëîæèì K =

∏
p∈P

Rp, T =
⊕
p∈P

Rp. Ïîäêîëüöî R êîëüöà K áóäåì íàçûâàòü

êîëüöîì ïñåâäîàëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, åñëè T ⊂ R è R/T � íåêîòîðîå
ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë F .

Åñëè Rp = Ẑp äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p è R/T ∼= Q, òî R íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë [1�3]. Êîëüöî ïñåâäîàëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Ëþáîé êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì è êîíå÷íî ïðåäñòàâè-
ìûì. Ëþáîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïîëÿ R/T

äëÿ íåêîòîðîãî êîëüöà ïñåâäîàëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë R. Âñÿêèé R-ìîäóëü
M ðàâåí A⊕D, ãäå ïîäìîäóëü A íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ F -ïðîñòðàíñòâ,
à D � íàèáîëüøèé ïîäìîäóëü â M , ÿâëÿþùèéñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïðîåêòèâíûõ R-ìîäóëåé.
Òåîðåìà. Åñëè A � ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü, òî ñóùåñòâóåò êàðäè-

íàëüíîå ÷èñëî N, òàêîå, ÷òî
A⊕ TN ∼= RN ⊕ TA.

Ëèòåðàòóðà
[1] Êðûëîâ Ï.À. Îá îäíîì êëàññå ñìåøàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï / Ï.À.

Êðûëîâ, Å.Ã. Ïàõîìîâà, Å.È. Ïîäáåðåçèíà // Âåñòíèê ÒÃÓ. � Òîìñê. �
2000. � Ò. 269. � Ñ. 29-34.

[2] Fomin A.A. Some mixed abelian groups as modules over the ring of
pseudo-rational numbers // Trends in Math. � 1999. � P. 87-100.

[3] Öàðåâ À.Â. Ïðîåêòèâíûå è îáðàçóþùèå ìîäóëè íàä êîëüöîì ïñåâ-
äîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2006. � Ò. 80. � � 3. � Ñ.
437-448.

1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïðîôèíàíñèðîâàíà Ôåäåðàëüíûì àãåíñòâîì ïî íàóêå è èííîâàöèÿì Ðîññèè ïî
êîíòðàêòó � 02.740.11.0238.
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Îòíîñèòåëüíàÿ èíúåêòèâíîñòü äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï1

Çèíîâüåâ Å.Ã., ßðäûêîâ Å.Þ. (Òîìñê)

Îòíîñèòåëüíàÿ èíúåêòèâíîñòü, è äâîéñòâåííîå åé ïîíÿòèå îòíîñèòåëü-
íàÿ ïðîåêòèâíîñòü, àêòèâíî èçó÷àëèñü â 70�80 ãîäàõ [1�4]. Îíè èñïîëü-
çîâàëèñü äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìîäóëåé (êâàçèèíúåêòèâíûõ,
ñàìîèíúåêòèâíûõ, π-èíúåêòèâíûõ è äâîéñòâåííûõ èì ìîäóëåé), à òàêæå
ýòè ïîíÿòèÿ ðàññìàòðèâàëèñü íàä êîíêðåòíûìè êîëüöàìè [5].

Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Ìîäóëü X íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì îòíîñè-
òåëüíî ìîäóëÿ Y (Y -èíúåêòèâíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî Y ′ ∈ Lat(Y ) êàæ-
äûé ãîìîìîðôèçì Y ′ → Y ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà Y → X.

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé èíúåêòèâíîñòè ñ êàòåãîðíîé òî÷-
êè çðåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäóëü X íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì îòíîñèòåëü-
íî ìîäóëÿ Y (Y -èíúåêòèâíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî Y ′ ∈ Lat(Y ) è êàæ-
äîãî ìîíîìîðôèçìà α : Y ′ → Y , ôóíêòîð Hom(α, 1X) : Hom(Y, X) →
Hom(Y ′, X) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Çäåñü Hom(α, 1X)(β) = βα, ãäå
β ∈ Hom(Y, X).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X,Y � ìîäóëè. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìîäóëÿ
Y ′ ∈ Lat(Y ) Hom(Y ′, X) = 0, òî X èíúåêòèâåí îòíîñèòåëüíî Y .

Íàïðèìåð, êàæäàÿ p-ãðóïïà èíúåêòèâíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
q-ãðóïïû, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà; Qp (ãðóïïà ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ p) èíúåêòèâíà îòíî-
ñèòåëüíî êëàññà âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.

Çàôèêñèðóåì ìîäóëü X, è áóäåì ¾ñîáèðàòü¿ êëàññ ìîäóëåé Y , îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðûõ äàííûé ìîäóëü X èíúåêòèâåí. Ìîæíî ïîñòàâèòü è
îáðàòíóþ çàäà÷ó � äëÿ ìîäóëÿ Y íàéòè êëàññ ìîäóëåé X èíúåêòèâíûõ
îòíîñèòåëüíî Y . Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå âîïðîñà èíòåðåñíû ñëåäóþùèå
äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2 [1,6]. Âñå ïðÿìûå ñëàãàåìûå è ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ìî-
äóëåé, èíúåêòèâíûõ îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìîäóëÿ Y , Y -èíúåêòèâíû.

1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïðîôèíàíñèðîâàíà Ôåäåðàëüíûì àãåíñòâîì ïî íàóêå è èííîâàöèÿì Ðîññèè ïî
êîíòðàêòó � 02.740.11.0238.
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Òåîðåìà 3 [1,6]. Êëàññ Y âñåõ ìîäóëåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äàí-
íûé ìîäóëü X èíúåêòèâåí, ñîäåðæèò âñå ïîäìîäóëè, ãîìîìîðôíûå îá-
ðàçû è ïðÿìûå ñóììû ìîäóëåé èç Y.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ X íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íûõ ïðÿìûõ
ñóìì.

Òåîðåìà 4. Åñëè Y � íåòåðîâ ìîäóëü è âñå ìîäóëè íåêîòîðîãî ñå-
ìåéñòâà ìîäóëåé {Xi}i∈I èíúåêòèâíû îòíîñèòåëüíî Y , òî

⊕
i∈I

Xi �
Y -èíúåêòèâíà.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü Z-ìîäóëè.
Ïóñòü X,Y � àáåëåâû ãðóïïû è Xp, Yp � èõ p-êîìïîíåíòû, Y � êëàññ

èíúåêòèâíîñòè äëÿ X. Â ñèëó òåîðåìû 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X � ðåäó-
öèðîâàíàÿ ãðóïïà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà â [2].

Òåîðåìà 5. Äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ãðóïïû X ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1. Êëàññ Y ñîäåðæèò íåïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó⇔ X � äåëèìàÿ ãðóï-
ïà.

2. Åñëè X � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî Y � êëàññ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ãðóïï.

3. Ïóñòü X � ïåðèîäè÷åñêàÿ èëè ñìåøàííàÿ ãðóïïà, òîãäà êëàññ Y
ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï Y óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, åñëè Xp

èìååò ïðÿìîå ñëàãàåìîå èçîìîðôíîå Z(pkp), kp ∈ N, òî pkpYp = 0.
Íàïðèìåð, åñëè X = Z(pk), òî êëàññ Y ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ

ãðóïï Y òàêèõ, ÷òî pkYp = 0.

Ëèòåðàòóðà
[1] G. Azumaya, F. Mbuntum, K. Varadarajan, On M -projective and M -
injective modules, Paci�c J. Math., 1975, 59, 9 � 16.
[2] S. Feigelstock, R, Raphael Some aspects of relative injectivity, Bull. Austral.
Math. Soc., 36, 1989, 161 � 170.
[3] G. Azumaya M-projective and M-injective modules.
[4] S. Feigelstock and R. Raphael Some aspects of relative projectivity, Corm.
Algebra, 14, 1986, 1187-1212.
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[5]À.À. Òóãàíáàåâ Ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä îãðàíè÷åííûìè äåäåêèíäâû-
ìè êîëüöàìè, Ôóíäàì. è ïðèêë. ìàòåìàòèêà, 6, 3, 2000, 903 � 911.
[6] À.À. Òóãàíáàåâ Òåîðèÿ êîëåö (Àðèôìåòè÷åñêèå ìîäóëè è êîëüöà).

Ìàòðèöû Ìàëüöåâà ãðóïïû, äâîéñòâåííîé ãðóïïå
áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà

Êîñòðîìèíà Þ.Â. (Ìîñêâà)

À.È. Ìàëüöåâ â ñâîåé ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàë òîëüêî àáåëåâû ãðóïïû
êîíå÷íîãî ðàíãà, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Îí óñòà-
íîâèë ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè p-ìàòðèö è ãðóïïàìè, ïðè êîòîðîì
êàæäîé ñèñòåìå èçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîþ ãðóïï âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîþ ñèñòåì ñî-
âåðøåííûõ p-ìàòðèö.

Öåëü íàøåé ñòàòüè ïîëó÷èòü ìàòðèöû Ìàëüöåâà ãðóïïû, äâîéñòâåí-
íîé â ñìûñëå Óîðôèëäà (R. War�eld) ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî
ðàíãà.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó ãîìîìîðôèçìîâ Hom(G,R), ãäå G � ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ ðàíãà r, R � àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîäêîëüöà ïîëÿ Q. Ïóñòü
char(1R) = (sp). Îáîçíà÷èì G∗ = Hom(G,R) � ãðóïïà, äâîéñòâåííàÿ â
ñìûñëå Óîðôèëäà [2] ãðóïïå G.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû Ìàëüöåâà äëÿ îäíîãî ôèêñèðîâàííî-
ãî p (ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü G � p-ïðèìèòèâíîé ãðóïïîé, à R = Q(p)). Õà-
ðàêòåðèñòèêà char(1R) â ýòîì ñëó÷àå áóäåì îïðåäåëÿòüñÿ ÷èñëîì s, ãäå
s � p-àÿ êîìïîíåíòà õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòà 1R.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà
ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì x1, x2, ..., xr è G∗ � äâîéñòâåííàÿ (ïî Óîðôèë-
äó) åé ãðóïïà ñ äóàëüíûì áàçèñîì x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
r, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x∗i (xj) = 0, åñëè i 6= j;
x∗i (xi) = 1.

Ïóñòü a1, a2, ..., ar � öåëûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàñ-
ñîâ âû÷åòîâ α1, α2, ..., αr. Òîãäà
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a1x
∗
1 + a2x

∗
2 + ... + arx

∗
r

ps
∈ G∗ ⇐⇒ α1b1 + α2b2 + ... + αrbr = 0,

ãäå b1, b2, ..., br � ñòîëáöû p-ìàòðèöû Ìàëüöåâà s-òîãî ñëîÿ ãðóïïû G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì p-ìàòðèöó s-òîãî ñëîÿ ãðóïïû G.

As =




β11 β12 ... β1r

β21 β22 ... β2r

. . . . . . . . . . . . . . .
βr1 βr2 ... βrr


, ãäå βij � öåëûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðåä-

ñòàâèòåëÿìè êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ps. Îáîçíà÷èì b1, b2, . . . , br �
ñòîëáöû ìàòðèöû As.

Ïóñòü
z1 =

β11x1 + β12x2 + ... + β1rxr

ps
,

z2 =
β21x1 + β22x2 + ... + β2rxr

ps
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
zr =

βr1x1 + βr2x2 + ... + βrrxr

ps
.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G â Q
ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà f : G → Q. Ïóñòü y1, y2, ..., yr ∈ Q, òîãäà
ðàâåíñòâà f(x1) = y1, f(x2) = y2, ..., f(xr) = yr çàäàþò ãîìîìîðôèçì
f èç G â Q. Åñëè îáðàçû ýëåìåíòîâ ãðóïïû G áóäóò ëåæàòü â R, òî è
ãîìîìîðôèçì áóäåò â R.

Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçìû x∗i (xj) = 0, åñëè i 6= j è
x∗i (xi) = 1.

x∗i (zj) =
βji

ps
∈ R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçìû x∗i ïåðåâîäÿò

ýëåìåíòû zi â ýëåìåíòû ãðóïïû R, çíà÷èò è âñÿ ãðóïïà G ïåðåéäåò â R.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íàáîð ãîìîìîðôèçìîâ x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
r ∈ G∗.

Îáîçíà÷èì f =
a1x

∗
1 + a2x

∗
2 + ... + arx

∗
r

ps
, f áóäåò ãîìîìîðôèçìîì, åñëè

f îáðàçóþùèå ýëåìåíòû ïåðåâîäèò â R, òî åñòü f(zi) ∈ R.
Ïðèìåíèì f ê z1, z2, ..., zr. Ïîëó÷èì

f(z1) =

β11a1

ps + β12a2

ps + ... + β1rar

ps

ps
=

β11a1 + β12a2 + ... + β1rar

p2s
,

f(z2) =

β21a1

ps + β22a2

ps + ... + β2rar

ps

ps
=

β21a1 + β22a2 + ... + β2rar

p2s
,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(z1) =

βr1a1

ps + βr2a2

ps + ... + βrrar

ps

ps
=

βr1a1 + βr2a2 + ... + βrrar

p2s
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(zi) ∈ R ⇔ βi1a1 + βi2a2 + ... + βirar ≡ 0(modps).

Òàêèì îáðàçîì, a1x
∗
1 + a2x

∗
2 + ... + arx

∗
r

ps
∈ G∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà α1b1 + α2b2 + ... + αrbr = 0. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, íå ñîñòàâèò òðóäà âû÷èñëèòü ìàòðèöû Ìàëü-

öåâà ãðóïï äâîéñòâåííûõ â ñìûñëå Óîðôèëäà ãðóïïàì áåç êðó÷åíèÿ êî-
íå÷íîãî ðàíãà.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ìàëüöåâ À.È. Àáåëåâû ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ // Ìà-
òåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 1938. � Ò. 4(46). � �1. � Ñ. 45�68.
[2] War�eld R.B. Homomorphisms and duality for abelian groups // Jr.
Math. Z. � 1968. � V.107. � P. 189�212.

Î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ p-ëîêàëüíûõ ãðóïï
Êðàñíîãîðñêèé Á.À., Ôàðóêøèí Â.Õ. (Ìîñêâà)

Äâà ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿ p-ëîêàëüíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ íàçûâàþò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè ýòèõ ðàçëîæå-
íèé ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå, ÿâëÿþùååñÿ èçîìîðôèçìîì íà
êàæäîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò p-ëîêàëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íî-
ãî ðàíãà ñ äâóìÿ íåýêâèâàëåíòíûìè ðàçëîæåíèÿìè â ïðÿìóþ ñóììó
íåðàçëîæèìûõ ñëàãàåìûõ.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò p-ëîêàëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ëþáîãî
áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ñ íåýêâèâàëåíòíûìè ðàçëîæåíèÿìè â ïðÿìóþ ñóì-
ìó íåðàçëîæèìûõ ñëàãàåìûõ.

Ëèòåðàòóðà
[1] Arnold D. Finite rank torsion-free Abelian groups and rings // Lecture
Notes Math., 931, 1982.
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Ñâîéñòâà èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè
L-êîïåðèîäè÷åñêèõ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ

ãðóïï
Êðþ÷êîâ Í.È. (Ðÿçàíü)

Â íà÷àëå 30-õ ãîäîâ 20 â. Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí ïîñòðîèë çàìå÷àòåëüíóþ
òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Áëà-
ãîäàðÿ åé èçó÷åíèå äèñêðåòíûõ è êîìïàêòíûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿåò ïî ñó-
ùåñòâó îäíó çàäà÷ó, à ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ ãðóïï
âûðàæàþòñÿ â äóàëüíîé êàòåãîðèè íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå è îáðàòíî.
Ïåðâûå ïðèìåðû òàêîé âçàèìîñâÿçè ïðèâåë ñàì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, îõà-
ðàêòåðèçîâàâ ðàçìåðíîñòü, ñâÿçíîñòü è ëîêàëüíóþ ñâÿçíîñòü êîìïàêò-
íîé ãðóïïû â àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ãðóïïû õàðàêòåðîâ.

Ïî-âèäèìîìó, åùå áîëüøèé èíòåðåñ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ íàèìåíüøåãî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå êëàññà ëîêàëüíî êîìïàêò-
íûõ àáåëåâûõ ãðóïï X , ñîäåðæàùåãî íåêîòîðûé êëàññ äèñêðåòíûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï A è êëàññ êîìïàêòíûõ ãðóïï K, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ãðóïï,
äóàëüíûõ ê ãðóïïàì èç êëàññà A. Åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ
òàêîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå â íåãî âñåõ òàêèõ ãðóïï, êîòîðûå ñî-
äåðæàò îòêðûòóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó èç êëàññà K, ôàêòîð-ãðóïïà
ïî êîòîðîé ïðèíàäëåæèò A. Ýòî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ êàê ñî ñòðóêòóð-
íîé òåîðèåé ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, [2],
òåîðåìà 24.30), òàê è ñ òåîðèåé äâîéñòâåííîñòè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé èäååé â [1] áûë ââåäåí êëàññ L-êîïåðèîäè÷åñêèõ
ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Âñå ãðóïïû, î êîòîðûõ â äàëüíåéøåì èäåò ðå÷ü ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè,
÷åðåç L∗ îáîçíà÷àåòñÿ äâîéñòâåííàÿ â ñìûñëå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ãðóïïà
(ãðóïïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû L).

Îïðåäåëåíèå 1. Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà L íàçûâàåò-
ñÿ L-êîïåðèîäè÷åñêîé, åñëè L ∼= Rn ⊕M , ãäå M ñîäåðæèò êîìïàêòíóþ
îòêðûòóþ ïîäãðóïïó K òàêóþ, ÷òî ãðóïïû K∗ è M/K ÿâëÿþòñÿ äèñ-
êðåòíûìè êîïåðèîäè÷åñêèìè ãðóïïàìè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî (äèñêðåòíûå) êîïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû èíúåê-
òèâíû îòíîñèòåëüíî âñåõ ïåðèîäè÷åñêè ðàñùåïëÿþùèõñÿ êîðîòêèõ òî÷-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ äëÿ êëàññà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï.
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Îïðåäåëåíèå 2.Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíûõ ãðóïï E : 0 → X → Y → Z → 0 íàçûâàåòñÿ c-ðàñùåïëÿþùåéñÿ,
åñëè ðàñùåïëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Eτ , ãäå τ � åñòåñòâåííîå âëîæå-
íèå τ : B(Z) → Z, à B(Z) � ïîäãðóïïà ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ êîìïàêòíûõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Z.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â êàòåãîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï c-ðàñùåïëÿþùàÿ-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî â òî÷íîñòè ïåðèîäè÷åñêè ðàñùåïëÿþùàÿñÿ
êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3.Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíûõ ãðóïï E : 0 → X → Y → Z → 0 íàçûâàåòñÿ td-ðàñùåïëÿþ-
ùåéñÿ, åñëè ðàñùåïëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σE, ãäå σ � åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ X → X/X0, à X0 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà íóëÿ ãðóïïû X .

Â êàòåãîðèè êîìïàêòíûõ ãðóïï td-ðàñùåïëÿþùèåñÿ òî÷íûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè äâîéñòâåííû ïåðèîäè÷åñêè ðàñùåïëÿþùèìñÿ êîðîòêèì òî÷-
íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì äèñêðåòíûõ ãðóïï. Â êàòåãîðèè äèñêðåòíûõ
ãðóïï td-ðàñùåïëÿþùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî â òî÷íîñòè ðàñùåï-
ëÿþùèåñÿ êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà. Ëþáàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ L-êîïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà

èíúåêòèâíà îòíîñèòåëüíî âñåõ c-ðàñùåïëÿþùèõñÿ è ïðîåêòèâíà îò-
íîñèòåëüíî âñåõ td-ðàñùåïëÿþùèõñÿ êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ L-êîïåðèîäè÷åñêèõ
ãðóïï ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êàðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ëèòåðàòóðà
[1]Êðþ÷êîâ Í.È.Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå êîïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû // Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ,
ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Òåçèñû äî-
êëàäîâ. Ì.: ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2008. Ñ. 470.
[2]Õüþèòò, Ý.Àáñòðàêòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç / Ý. Õüþèòò, Ê. Ðîññ
� Ì.: Íàóêà, 1975.
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Î êîâðîâûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïï Øåâàëëå

Íóæèí ß.Í. (Êðàñíîÿðñê)

Äàëåå Φ � ïðèâåäåííàÿ íåðàçëîæèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé, G = G(Φ, K) �
óíèâåðñàëüíàÿ ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä àññîöèàòèâíûì êîììóòàòèâ-
íûì êîëüöîì K ñ åäèíèöåé. Ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ êîðíåâûìè ïîäãðóï-
ïàìè

Xr = xr(K) = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ Φ.

Ïîäãðóïïû Xr àáåëåâû è äëÿ êàæäîãî r ∈ Φ è ëþáûõ t, u ∈ K ñïðàâåä-
ëèâû ñîîòíîøåíèÿ

xr(t)xr(u) = xr(t + u). (2)

Íàçîâåì (ýëåìåíòàðíûì) êîâðîì òèïà Φ íàä K âñÿêèé íàáîð àääè-
òèâíûõ ïîäãðóïï

A = {Ar | r ∈ Φ}
êîëüöà K ñ óñëîâèåì

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js, ïðè r, s, ir + js ∈ Φ, i > 0, j > 0, (3)

ãäå Cij,rs � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå êîììóòàòîðíîé ôîð-
ìóëîé Øåâàëëå, à Ai

r = {ai | a ∈ Ar}. Êîâðîâîé ïîäãðóïïîé íàçîâåì
ïîäãðóïïó

GA = 〈xr(Ar) | r ∈ Φ〉.
Êîâåð A íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè

GA ∩Xr = xr(Ar).

Ïðèìåð íåäîïóñòèìîãî êîâðà ðàíãà 1, òî åñòü êîãäà Φ = A1, äàåò èç-
âåñòíàÿ òåîðåìà Ë. Äèêñîíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü K = GF (pn), ãäå p �
íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè t � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (pn), ïðè-
÷åì t2 6= −1 ïðè pn = 9, òî òåîðåìà Ë. Äèêñîíà óòâåðæäàåò, ÷òî ãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè xr(1) è xr(t) (â ìàòðè÷íîì ïðåä-
ñòàâëåíèè òðàíñâåêöèÿìè t21(1) è t12(t)), ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé Øå-
âàëëå òèïà A1 íàä ïîëåì K. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîâåð A = {Ar, A−r}
ïðè Ar = Zp, A−r = tZp íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.
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Îïðåäåëåíèÿ (ýëåìåíòàðíîãî) êîâðà, êîâðîâîé ïîäãðóïïû è äîïóñòè-
ìîãî êîâðà äëÿ ãðóïï Øåâàëëå áûëî äàíî Â.Ì. Ëåâ÷óêîì, èì æå áûë
ïîñòàâëåí ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ äîïóñòèìîñòè êîâðà A òèïà Φ íàä ïîëåì K íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íà äîïóñòèìîñòü åãî ïîäêîâðîâ {Ar, A−r}, r ∈ Φ,

ðàíãà 1?
Â ïîëüçó ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ñâèäåòåëüñòâóåò òîò

ôàêò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1), êîììóòàòîðíàÿ ôîðìóëà Øåâàëëå, èç êîòî-
ðîé ïðîèñõîäèò óñëîâèå êîâðîâîñòè (2), è ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïàõ 〈Xr,

X−r〉, r ∈ Φ, ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
óíèâåðñàëüíîé ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëåì.

Ïóñòü M � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé
âîïðîñ. Áóäåò ëè ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïåðåñå÷åíèÿìè M∩Xr, r ∈ Φ,

êîâðîâîé? Â îáùåì ñëó÷àå, êàê ïîêàçûâàåò óêàçàííûé íèæå ïðèìåð 1,
îòâåò îòðèöàòåëüíûé, îäíàêî, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Ïóñòü M � ïîäãðóïïà ãðóïïû G òèïà Φ = Al, Dl, El.

Òîãäà ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïåðåñå÷åíèÿìè M ∩ Xr = xr(Ar), r ∈
Φ, ÿâëÿåòñÿ êîâðîâîé è îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êîâðîì àääèòèâíûõ
ïîäãðóïï A = {Ar | r ∈ Φ}.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü M � ïîäãðóïïà ãðóïïû Øåâàëëå òèïà B2 íàä ïî-
ëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè xa(1)
è xb(1), ãäå a è b � ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè. Òîãäà [xa(1), xb(1)] =
xa+b(1)x2a+b(1), íî ïî îòäåëüíîñòè ýëåìåíòû xa+b(1) è x2a+b(1) íå ëåæàò
â M è, ñëåäîâàòåëüíî, M íå ÿâëÿåòñÿ êîâðîâîé ïîäãðóïïîé.

Ïðè Φ = An−1 ãðóïïó G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãðóïïó îáùåé
ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(K), ïîðîæäåííóþ òðàíñâåêöèÿìè tij(t), i 6= j, t ∈
K. Êîâåð è êîâðîâàÿ ïîäãðóïïà âïåðâûå áûëè ââåäåíû Þ.È. Ìåðçëÿêî-
âûì è ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîä íàçâàíèåì ñåòü è ñåòåâàÿ ïîä-
ãðóïïà â ðàáîòàõ Ç.È. Áîðåâè÷à. Íàáîð àääèòèâíûõ ïîäãðóïï

A = {Aij | 1 6 i, j 6 n}
êîëüöà K ñ óñëîâèåì

AijAjm ⊆ Aim, 1 6 i, j, m 6 n, (4)
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áóäåì íàçûâàòü ïîëíûì êîâðîì ñòåïåíè n íàä K. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåí-
òàðíûì êîâðîì ñòåïåíè n íàä K íàçûâàåòñÿ íàáîð àääèòèâíûõ ïîä-
ãðóïï

A = {Aij | 1 6 i, j 6 n, i 6= j}
êîëüöà K ñ óñëîâèåì

AijAjm ⊆ Aim, 1 6 i, j, m 6 n, i 6= j, i 6= m, j 6= m. (5)

Ïî ýëåìåíòàðíîìó êîâðó A ñòåïåíè n íàä K îïðåäåëÿåòñÿ êîâðîâàÿ ïîä-
ãðóïïà GA = 〈tij(Aij) | 1 6 i, j 6 n, i 6= j〉. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëå-
ìåíòàðíîãî êîâðà äèàãîíàëüíûå ìíîæåñòâà Aii íå îïðåäåëÿþòñÿ. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûé êîâåð ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîãî êîâðà, åñëè
ìíîæåñòâà Aii ìîæíî äîîïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
âêëþ÷åíèÿ (3). ßñíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûé êîâåð áóäåò äîïóñòèìûì, åñëè
îí ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîãî êîâðà. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé
ïðèìåð, íå âñÿêèé äîïóñòèìûé êîâåð ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîãî êîâðà.

Ïðèìåð 2. Ýëåìåíòàðíûé êîâåð A21 = {0, 1}, A12 = {0, a} ñòåïåíè 2
íàä ïîëåì GF (4) = {0, 1, a, 1 + a} ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, íî íå ïðîäîë-
æàåòñÿ äî ïîëíîãî êîâðà.

Íàçîâåì ýëåìåíòàðíûé êîâåð A íåðàçëîæèìûì, åñëè âñå Aij íåíóëå-
âûå. Î÷åâèäíî, èç ïðèìåðà 2 ìîæíî ïîëó÷èòü äîïóñòèìûé ðàçëîæèìûé
ýëåìåíòàðíûé êîâåð ëþáîé ñòåïåíè n, íå ïðîäîëæàåìûé äî ïîëíîãî êîâ-
ðà. Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïîäãðóïï àääèòèâíîé ãðóïïû îñíîâíîãî
êîëüöà K îïðåäåëÿåò ýëåìåíòàðíûé êîâåð ñòåïåíè 2, òàê êàê óñëîâèå (4)
íåòðèâèàëüíî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ êîâðîâ íà÷èíàÿ ñî ñòåïåíè 3.

Ñóùåñòâóåò ëè íåðàçëîæèìûé ýëåìåíòàðíûé êîâåð ñòåïåíè n > 3,
íå ïðîäîëæàåìûé äî ïîëíîãî êîâðà?

Ñóùåñòâóåò ëè íåðàçëîæèìûé ýëåìåíòàðíûé êîâåð ñòåïåíè n > 3
(ëèåâà ðàíãà l > 2), íå ÿâëÿþùèéñÿ äîïóñòèìûì êîâðîì?

Ïîñëåäíèé âîïðîñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñèëåíèå óêàçàííîãî âû-
øå âîïðîñà Â.Ì. Ëåâ÷óêà è â ñëó÷àå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ K îòâåò íà
íåãî îòðèöàòåëüíûé, òî åñòü âñÿêèé íåðàçëîæèìûé ýëåìåíòàðíûé êîâåð
ëèåâà ðàíãà l > 2 íàä ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì K ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
êîâðîì.
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Ñîñòàâëåííûå èç òåòðàýäðà è êâàäðàòíîé ïèðàìèäû
âûïóêëûå m-ïðàâèëüíîãðàííèêè1

Îìåëü÷óê Ò.À., Òèìîôååíêî À.Â. (Êðàñíîÿðñê)

Íåäàâíî çàâåðøåíà êëàññèôèêàöèÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïðà-
âèëüíûìè èëè ñîñòàâëåííûìè èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ãðàíÿìè,
ïðè÷¼ì êðèâèçíà êàæäîé âåðøèíû ïîëîæèòåëüíà, ò.å ñóììà ñõîäÿùèõ-
ñÿ â íåé ïëîñêèõ óãëîâ ãðàíåé ìåíüøå 2π, [1]. Îòêðûòà ïîêà ïðîáëåìà
îïèñàíèÿ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ ïðè äîïóùåíèè âåðøèí ñ íóëåâîé êðè-
âèçíîé. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ââåäåíû m-ïðàâèëüíîãðàííèêè, m = 0, 1, 2, . . .,
[1]. Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñå 0- è 1-ïðàâèëüíîãðàííèêè, êîòî-
ðûå ñîñòàâëåíû èç ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä M1 è M2 ñ òðåóãîëüíûì
è êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì ñîîòâåòñòâåííî. Êðóæîê ñëåâà îò ôîðìóëû
ìíîãîãðàííèêà ãîâîðèò î íàëè÷èè â í¼ì âåðøèíû ñ íóëåâîé êðèâèçíîé,
à ÷åðòà íàä ôîðìóëîé îáîçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîãðàííèê
íå îáëàäàåò òàêèìè âåðøèíàìè, íî èìååò íåïðàâèëüíûå ãðàíè, ñîñòàâ-
ëåííûå èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïðåäëîæåíèå. Êàæäûé 0-ïðàâèëüíîãðàííèê èëè 1-ïðàâèëüíîãðàí-
íèê, ñîñòàâëåííûé íå áîëåå, ÷åì èç âîñüìè 0-ïðàâèëüíîãðàííèêîâ M1 è
M2, åñòü îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîåäèíåíèé ýòèõ ïèðàìèä, ïðè÷¼ì â êàæ-
äîì òàêîì ñîåäèíåíèè ÷èñëî íåñîñòàâíûõ ñëàãàåìûõ ìèíèìàëüíî è â
ñïèñêå k ìíîãîãðàííèê Sk,j ðàñïîëîæåí íà j-ì ìåñòå:
2)M1 + M1, M1 + M2, M2 + M2; 3)◦S2,2 + M1, S2,2 + M2,

◦S2,2 + M ′
2;

4)S3,1 + M2, S3,1 + M2', S3,2 + M1, S2,2 + S2,2,
◦S2,2 + S ′2,2;

5)S4,1 + M1, S4,4 + M2; 6)◦S5,2 + M1, ◦S5,2 + M2,◦S4,1 + S2,2,
◦S3,3 +◦ S3,3;

7)◦S6,1 + M2,
◦S4,5 + S3,1;

8)◦S7,2 + M2; ◦S6,1 + S2,2; ◦S6,3 + S ′2,2; ◦S6,3 + S ′′2,2 ; ◦S5,1 + S3,1;◦S4,2 + S4,2.

Ñëåäñòâèå [1]. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: ◦S7,2 = M4, S4,4 = P4,30.

Ëèòåðàòóðà
[1] Òèìîôååíêî À.Â. Èíâîëþöèè êîíå÷íûõ ãðóïï è âûïóêëûå ïðàâèëü-
íîãðàííèêè, Àâòîðåôåðàò äèññ... ä.ô.-ì.í., Åêàòåðèíáóðã, 2009.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �09-01-00395, 09-01-00317, 10-01-00509 è ÊÃÏÓ �08-10-
1/ÍÏ .
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Êâàäðàòè÷íûå p-ëîêàëüíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ðàíãà

Ñàôðîíîâ Ë.Â., Ôàðóêøèí Â.Õ. (Áèéñê, Ìîñêâà)

Îïðåäåëåíèå. p-ëîêàëüíóþ àáåëåâó ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ íàçîâåì
êâàäðàòè÷íîé, åñëè åå p-àäè÷åñêàÿ ìàòðèöà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìàê-
ñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû (ì.ë.í.ñ.) ýëåìåíòîâ ñîñòîèò èç
êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî p-àäè÷åñêàÿ ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé p-ëîêàëüíîé ãðóïïû
áóäåò ñîñòîÿòü èç êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé îòíîñèòåëüíî ëþáîé
ì.ë.í.ñ. ýëåìåíòîâ ãðóïïû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ p-ëîêàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï A è B
áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè r(A) = r(B) = 2 è (α) è (β) èõ p-àäè÷åñêèå ìàòðèöû, òî

à) A ∼= B ⇔ Q(α) = Q(β);
á) E(A) ∼= E(B) ⇒ A ∼= B;
â) End A ∼= End (B) ⇒ A ∼= B;

2) åñëè r(A) = 3 è rp(A) = 1, òî ëèáî A ðàçëîæèìà è èìååò äåëèìîå
ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1, ëèáî A � íåðàçëîæèìà è E(A) ∼= Zp;
3) åñëè r(A) = 4 è rp(A) = 1, òî ëèáî A íåðàçëîæèìà è [QE(A) : Q] =
1, 2, 4, ëèáî A � ðàçëîæèìà è èìååò äåëèìîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà
1 èëè 2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A è A∗ � âçàèìíî äâîéñòâåííûå ïî Àðíîëüäó
êâàäðàòè÷íûå p-ëîêàëüíûå ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà. Åñëè ñåðâàíòíàÿ
ïîäãðóïïà B êîðàíãà 1 ãðóïïû A èçîìîðôíà ïëîòíîé ïîäãðóïïå àääè-
òèâíîé ãðóïïû ïîëÿ ðàñùåïëåíèÿ ãðóïïû A, òî ãðóïïà A∗ èìååò ïðÿ-
ìîå ñëàãàåìîå p-ðàíãà 1.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ôóêñ Ë. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû/Ë. Ôóêñ � Ì.: Ìèð, 1974.,
1977 � Ò. 1., 2.
[2] Arnold D. Finite rank torsion-free Abelian groups and rings // Lecture
Notes Math., 931, 1982.
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Âïîëíå ðàçëîæèìûå àáåëåâû ãðóïïû ñ ÷èñòûìè
êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ

Ñîðîêèí Ê.Ñ. (Òîìñê)

Â 1977 ãîäó Íèêîëñîí ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1[1]. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè êàæäûé åãî ýëå-

ìåíò ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îáðàòèìîãî è èäåìïîòåíòíîãî ýëåìåíòîâ.
Ñîãëàñíî [5, òåîðåìà 3.9] êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ íåïðåðûâíîãî ìîäó-

ëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì. Òàê êàê àáåëåâû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ Z-ìîäóëÿìè, òî
ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ íèõ òàêæå ñïðàâåäëèâ.

Îïðåäåëåíèå 2[5]. Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îí óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1. êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ � ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü â íåêîòîðîì
ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ;

2. êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ, èçîìîðôíûé ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ìî-
äóëÿ, ñàì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ.

Äåëèìûå àáåëåâû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè Z-ìîäóëÿìè, ïî-
ýòîìó èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ � ÷èñòûå êîëüöà. Ïðèìåíÿÿ [4, ñëåä-
ñòâèå 3], [1, òåîðåìà 21.3], à òàêæå [3, òåîðåìà 3.11] ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ãðóïïà èìååò ÷èñòîå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü èìååò ÷èñòîå êîëüöî ýí-
äîìîðôèçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [1, òåîðåìà 21.3] âñÿêàÿ ãðóïïà A ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äåëèìîé ãðóïïû D è ðåäóöèðîâàííîé ãðóïïû C.
Òîãäà ïî [3, òåîðåìà 3.11]

End(A) ∼=
(

End(D) Hom(C, D)
Hom(D, C) End(C)

)
=

(
End(D) Hom(C, D)

0 End(C)

)
.

Çäåñü Hom(D,C) = 0 , òàê êàê äëÿ ëþáîãî α ∈ Hom(D,C) îáðàç
im(α) � äåëèìàÿ ïîäãðóïïà â C, à ïîñêîëüêó C � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóï-
ïà, òî im(α) = 0, ò.å. α = 0. Ïðèìåíÿÿ [4, ñëåäñòâèå 3], ïîëó÷àåì, ÷òî
End(A) � ÷èñòîå êîëüöî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà End(D) è End(C) �
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÷èñòûå êîëüöà. Êîëüöî End(D) � ÷èñòîå. Òîãäà End(A) � ÷èñòîå êîëüöî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà End(A) � ÷èñòîå.2

Îïðåäåëåíèå 4[2]. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçëî-
æèìîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïï ðàíãà 1.

Ñâÿçü ìåæäó êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 è
ïîäêîëüöàìè ïîëÿ Q îïèñûâàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5[3]. Ïóñòü A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1. Òîãäà
êîëüöî End(A) èçîìîðôíî ïîäêîëüöó ïîëÿ Q, ïîðîæä¼ííîìó 1 è âñåìè
òàêèìè äðîáÿìè 1

p (p� ïðîñòîå), ÷òî pA = A .
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êîãäà ïîäêîëüöî ïîëÿQ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì? Ïîëíûì

îòâåòîì íà íåãî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ïðåäëîæåíèå 6. Ïîäêîëüöî R ⊂ Q � ÷èñòîå êîëüöî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà R = Qp äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, ëèáî R = Q.
Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Qp îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà èëè êîëüöî âñåõ ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ p.
Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äà¼ò ïîëíîå îïèñàíèå

âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï ñ ÷èñòûìè êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ.
Òåîðåìà 7. Åñëè B � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà ñ ðåäóöèðîâàííîé

÷àñòüþ A, òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû B � ÷èñòîå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A =

⊕
p∈Π

(
np⊕
i=1

Ai
p), ãäå Π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ

÷èñåë, Ai
p ∼= Qp (p ∈ Π, i = 1, ..., np, np ∈ N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ âñÿêîãî p ∈ Π îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Ap ãðóïïó

np⊕
i=1

Ai
p. Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ Π èìååì t(Ap) = t(Qp) =

(∞,∞, ...,∞, 0,∞,∞, ...), ãäå 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîìó ÷èñëó p. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç tp òèï t(Ap). Òàê êàê A(tp) =

np⊕
i=1

Ai
p � âïîëíå èíâàðèàíòíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû A, òî End(A) ∼= ∏
p∈Π

End(A(tp)). Ïðèìåíÿÿ [4, ïðåä-

ëîæåíèå 7], ïîëó÷èì, ÷òî End(A)� ÷èñòîå êîëüöî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà End(A(tp)) � ÷èñòîå êîëüöî. Òàê êàê Ai

p ∼= Qp (p ∈ Π, i = 1, ..., np),
òî èç ïðåäëîæåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî End(Ai

p) ∼= End(Qp) ∼= Qp. Ïðèìåíÿÿ
ïðåäëîæåíèå 6, ïîëó÷èì, ÷òî End(Ai

p) � ÷èñòîå (p ∈ Π, i = 1, ..., np).
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Òîãäà ïî [6, òåîðåìà 13.69] End(A(tp)) � ÷èñòîå êîëüöî (p ∈ Π). Òàêèì
îáðàçîì, End(A) � ÷èñòîå êîëüöî. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî End(B) �
÷èñòîå.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü {ei
t}i∈It,t∈T � ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà

èäåìïîòåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàíîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ ãðóïïû A =⊕
t∈T

(
⊕
i∈It

Ai
t) (ò.å. Ai

t = ei
tA, i ∈ It, t ∈ T ). Òàê êàê Ai

t (i ∈ It, t ∈ T ) �

ãðóïïû ðàíãà 1, òî ei
t � ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû. Èç óñëîâèÿ è òåî-

ðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî End(A) � ÷èñòîå êîëüöî. Òîãäà èç [4, ïðåäëîæå-
íèå 1] ïîëó÷àåì, ÷òî ei

t � ëîêàëüíûå èäåìïîòåíòû, ò.å. ei
tEnd(A)ei

t �
ëîêàëüíîå, à çíà÷èò, ÷èñòîå êîëüöî (i ∈ It, t ∈ T ). Ñîãëàñíî [3, ïðåäëîæå-
íèå 3.9] End(Ai

t) = End(ei
tA) ∼= ei

tEnd(A)ei
t. Òîãäà End(Ai

t) � ÷èñòîå
êîëüöî (i ∈ It, t ∈ T ). Ïî ïðåäëîæåíèþ 5 End(Ai

t) � ïîäêîëüöî â Q
(i ∈ It, t ∈ T ). Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 6, ïîëó÷àåì, ÷òî End(Ai

t) ∼= Qpt

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî pt (i ∈ It, t ∈ T ). Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ïî-
ëó÷àåì, ÷òî Ai

t ∼= Qpt
(i ∈ It, t ∈ T ). Òàêèì îáðàçîì, A =

⊕
p∈Π

(
⊕
i∈Ip

Ai
p),

ãäå Ai
p ∼= Qp (i ∈ Ip, p ∈ Π), Π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷è-

ñåë, ïðè÷¼ì End(A) � ÷èñòîå. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè,
End(A) � ÷èñòîå êîëüöî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà End(A(tp)) � ÷èñòîå
êîëüöî (p ∈ Π), â íàøåì ñëó÷àå End(A(tp)) =

⊕
i∈Ip

Ai
p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Ip � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà EndZ(
⊕
i∈Ip

Ai
p) ∼= EndQp

(Qp
(|Ip|)) �

÷èñòîå êîëüöî. Òàê êàê Qp � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî, ïðèìåíÿÿ [5, òåî-
ðåìà 5.2], ïîëó÷èì, ÷òî Qp � ïðàâîå ñîâåðøåííîå êîëüöî. Òîãäà ïî [6,
òåîðåìà 6.48] Qp � ïîëóàðòèíîâî êîëüöî. Íî Qp íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíî-
âûì (òàê êàê ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ öåïü ãëàâíûõ èäåàëîâ,
ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòàìè âèäà pk, k = 0, 1, ...). Òàêèì îáðàçîì, èìååì
A =

⊕
p∈Π

(
np⊕
i=1

Ai
p), ãäå Ai

p ∼= Qp (p ∈ Π, i = 1, ..., np, np ∈ N).2

Ëèòåðàòóðà
[1]Ôóêñ Ë. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû/Ë. Ôóêñ �Ì.:Ìèð, 1974.�Ò.1.

[2]Ôóêñ Ë. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû/Ë. Ôóêñ �Ì.:Ìèð, 1977.�Ò.2.

[3] Êðûëîâ Ï.À., Ìèõàëåâ À.Â., Òóãàíáàåâ À.À. Ñâÿçè àáåëåâûõ ãðóïï
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è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ / Ï.À. Êðûëîâ � Òîìñê: Òîìñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2002.
[4] Han J., Nicholson W.K. Extension of clean rings / J. Han, W.K. Nicholson
// Commun. Algebra � 2001. � V.29. � �6. � P. 2589�2595.
[5] Camillo V.P., Khurana D., Lam T.Y., Nicholson W.K., Zhou Y. Conti-
nuous modules are clean / V.P. Camillo // J. Algebra � 2006. � �304. �
P. 94�111.
[6] Òóãàíáàåâ À.À. Òåîðèÿ êîëåö / À.À Òóãàíáàåâ. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2009.

Ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä êîëüöîì
ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë12

Òèìîøåíêî Å.À. (Òîìñê)

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ p ∈ P ñèìâîëîì Ẑp

îáîçíà÷èì êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ
K =

∏

p∈P

Ẑp, T =
⊕

p∈P

Ẑp ⊂ K.

Â êîëüöå K èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ïîäêîëüöî R (ñîäåðæàùåå åäèíèöó
êîëüöà K) òàêîå, ÷òî èäåàë T ñîäåðæèòñÿ â R è ÷òî ôàêòîðêîëüöî R/T

èçîìîðôíî ïîëþ Q âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êîëüöî R (íàçûâàåìîå
êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) áûëî ââåäåíî â [1, 2] äëÿ èçó÷åíèÿ
îäíîãî âàæíîãî êëàññà ñìåøàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Ýòî êîëüöî ìîæíî
òàêæå îïèñàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ (kp)p∈P êîëüöà K òàêèõ,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m/s ∈ Q ðàâåíñòâî skp = mep âûïîëíåíî ïî÷òè ïðè
âñåõ ïðîñòûõ p (÷åðåç ep çäåñü îáîçíà÷åíà åäèíèöà êîëüöà Ẑp).

Äëÿ âñÿêîãî R-ìîäóëÿ M ôàêòîðìîäóëü M/MT ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíîå Q-ïðîñòðàíñòâî; ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìû íàçîâ¼ì
ïñåâäîðàöèîíàëüíûì ðàíãîì ìîäóëÿ M è îáîçíà÷èì ÷åðåç r∗(M).

Êîëüöî R, êàê îòìå÷åíî â [1, 2], ñîäåðæèò èäåìïîòåíòû äâóõ òèïîâ:

eX =
∑

p∈X

ep; 1− eX = 1−
∑

p∈X

ep,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöè-
îííîé Ðîññèè íà 2009�2013 ãîäû¿. Ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò Ï937 îò 20 àâãóñòà 2009 ã.

2Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïðîôèíàíñèðîâàíà Ôåäåðàëüíûì àãåíòñòâîì ïî íàóêå è èííîâàöèÿì Ðîññèè
ïî êîíòðàêòó �02.740.11.0238.
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ãäå X � êîíå÷íîå (âîçìîæíî, ïóñòîå) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P .
Êîëüöî Ẑp è åãî åäèíè÷íûé ýëåìåíò ep ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îòîæäåñòâèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èäåàëîì è èäåìïîòåíòîì êîëüöà R.
ßñíî òàêæå, ÷òî Ẑp-ìîäóëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê R-ìîäóëè.

Ïåðâûå ïîïûòêè îïèñàíèÿ ïðîåêòèâíûõ R-ìîäóëåé ïðåäïðèíèìàëèñü
â ðàáîòå [3], íî íå áûëè çàâåðøåíû èç-çà îøèáêè â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 3. Â óêàçàííîé ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, áûë óñòàíîâëåí òîò ôàêò,
÷òî âñÿêèé ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

M ∼=
(⊕

i∈I

Mi

)
⊕

(⊕

p∈P

Fp

)
;

çäåñü Mi = (1− εi)R, ãäå âñå εi ñóòü íåêîòîðûå èäåìïîòåíòû âèäà eX , à
Fp � ýòî ñâîáîäíûå Ẑp-ìîäóëè.

Äëÿ ëþáûõ i ∈ I è p ∈ P èäåàë Miep ðàâåí ëèáî Ẑp, ëèáî 0. Ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè ëþáîì p ∈ P ìîäóëü Mep åñòü ñâîáîäíûé Ẑp-ìîäóëü. Ðàíã ýòîãî
ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ (îí îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç
rp(M). Èòàê, âñÿêîìó ïðîåêòèâíîìó ìîäóëþ MR ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü
êàðäèíàëüíûå ÷èñëà r∗(M) è {rp(M)}p∈P .

Òåîðåìà. Ïóñòü M, {Mp}p∈P � ïðîèçâîëüíûå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà,
è ïóñòü L = {p ∈ P | Mp < M}. Ïðîåêòèâíûé ìîäóëü MR òàêîé, ÷òî
ñïðàâåäëèâû âñå ðàâåíñòâà r∗(M) = M è rp(M) = Mp, ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(a) ìíîæåñòâî L êîíå÷íî
èëè

(b) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ:
(b1) M � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë ñ÷¼òíîé êîíôèíàëüíîñòè;
(b2) ìíîæåñòâî L ñ÷¼òíî;
(b3) ìíîæåñòâî {Mp | p ∈ L} (áåç ó÷¼òà ïîâòîðîâ) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàðäèíàëüíûõ
÷èñåë N1 < N2 < ... < Nn < ... , ãäå sup{Nn}∞n=1 = M;

(b4) äëÿ ëþáîãî n ìíîæåñòâî {p ∈ P | Mp = Nn} êîíå÷íî.
Åñëè ñïðàâåäëèâî (a) èëè (b), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîåêòèâíûé

ìîäóëü M îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (b1) ïðèâåäåíî â òåîðåìå ñêîðåå äëÿ óäîáñòâà.

Åãî ìîæíî îïóñòèòü, ïîñêîëüêó îíî ñðàçó ñëåäóåò èç (b3).
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Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü M , êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó êàðäèíàëîâ M, {Mp}p∈P , îáëàäàþùåìó ñâîéñòâîì
(a) èëè (b).

Ïóñòü âûïîëíåíî ñâîéñòâî (a). Ïîëîæèì

λp =





Mp, åñëè p ∈ L;

0, åñëè Mp = M;

Mp −M, åñëè Mp > M,

òîãäà ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü

M =
(⊕

M

(1− eL)R
)
⊕

(⊕

p∈P

Fp

)
,

ãäå Fp åñòü ñâîáîäíûé Ẑp-ìîäóëü ðàíãà λp, îáëàäàåò òðåáóåìîé ñèñòåìîé
èíâàðèàíòîâ.

Ïóñòü âûïîëíåíî (b). Îáîçíà÷èì N0 = 0 è λn = Nn+1 −Nn. Íóæíîé
ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ îáëàäàåò ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü

M =
(⊕

n>0

⊕

λn

(1− εn)R
)
⊕

(⊕

p/∈L

Fp

)
,

ãäå εn åñòü ñóììà âñåõ ep òàêèõ, ÷òî Mp 6 Nn (ìû çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâî
òàêèõ ïðîñòûõ p êîíå÷íî), à Fp � ýòî ñâîáîäíûé Ẑp-ìîäóëü ðàíãà

{
0, åñëè Mp = M;

Mp, åñëè Mp > M.

Ëèòåðàòóðà
[1] Fomin A.A. Some mixed abelian groups as modules over the ring of
pseudo-rational numbers / A.A. Fomin // Abelian Groups and Modules. �
Basel: Birkh�auser, 1999. � P. 87�100. (Trends in Math.).
[2] Êðûëîâ Ï.À., Ïàõîìîâà Å.Ã., Ïîäáåðåçèíà Å.È. Îá îäíîì êëàññå ñìå-
øàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï / Ï.À. Êðûëîâ, Å.Ã. Ïàõîìîâà, Å.È. Ïîäáåðåçè-
íà // Âåñòí. Òîìñêîãî óí-òà. Ñåðèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Êèáåðíåòèêà. Èíôîð-
ìàòèêà¿. � 2000. � �269. � Ñ. 47�51.
[3] Öàð¼â À.Â. Ïðîåêòèâíûå è îáðàçóþùèå ìîäóëè íàä êîëüöîì ïñåâ-
äîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë / À.Â. Öàð¼â // Ìàò. çàìåòêè. � 2006. � Ò. 80,
�3. � Ñ. 437�448.
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Î êîëè÷åñòâå ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï
Òâåðåòèí À.Ñ. (Ñóðãóò)

Àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ êâàçèðàç-
ëîæèìîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ðàçëîæèìóþ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäãðóïïó
òàêóþ, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà ïî íåé êîíå÷íà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóï-
ïà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåðàçëîæèìîé. Ëþáàÿ êâàçèðàçëîæèìàÿ ãðóï-
ïà G êîíå÷íîãî ðàíãà îáëàäàåò òàêèìè ïîäãðóïïàìè ⊕n

i=1Ai = A, ÷òî
êàæäàÿ ïîäãðóïïà Ai ñèëüíî íåðàçëîæèìà è ñåðâàíòíà â G, à ôàêòîð-
ãðóïïà G/A = T � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Âñÿêàÿ òàêàÿ ïîäãðóïïà A íà-
çûâàåòñÿ ïîëíûì êâàçèðàçëîæåíèåì ãðóïïû G. Èçâåñòíî [1], ÷òî åñ-
ëè ãðóïïû Ai, i = 1, . . . , n, îáðàçóþò æ¼ñòêóþ ñèñòåìó (â òîì ñìûñëå,
÷òî Hom(Ai, Aj) = 0, i 6= j, i, j = 1, . . . n), òî ãðóïïà A áóäåò åäèí-
ñòâåííûì ïîëíûì êâàçèðàçëîæåíèåì ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòîð-
ãðóïïà T òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
ïî èçâåñòíîìó êâàçèðàçëîæåíèþ A è ôàêòîð-ãðóïïå T îïðåäåëèòü ÷èñëî
ãðóïï G ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ñîãëàñíî [1], âñÿêóþ òàêóþ ãðóï-
ïó íàçîâ¼ì (A, T )-ãðóïïîé. Âñå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ ñòàíäàðòíû
è âçÿòû èç [2], [3], à òàêæå [4].

Â ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî (A, T )-ãðóïï ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî A
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ïîëíûì êâàçè-
ðàçëîæåíèåì. Äàííàÿ ðàáîòà äîïîëíÿåò ðàíåå îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû
àâòîðà [5, 6], ãäå ãðóïïû ðàññìàòðèâàëèñü ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâåíñòâà.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå àáåëåâû ãðóï-
ïû áåç êðó÷åíèÿ, ò.å. ãðóïïû G, ó êîòîðûõ êàæäàÿ ïîäãðóïïà Ai èìååò
ðàíã 1. Ïðè ýòîì âñå ïîäãðóïïû Ai, i = 1, . . . , n îáðàçóþò æ¼ñòêóþ ñè-
ñòåìó ãðóïï. ×åðåç p îáîçíà÷àåòñÿ âñþäó ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Êàæäûé àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû A ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà
å¼ äåëèìîé îáîëî÷êè D, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ϕD, íî íå îáÿçà-
òåëüíî äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G.

Ïîñêîëüêó ãðóïïû Ai îáðàçóþò æ¼ñòêóþ ñèñòåìó, òî êàæäàÿ ïîäãðóï-
ïà Ai âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷íà êàê â A, òàê è â G. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé
àâòîìîðôèçì ãðóïïû A èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçìû íà ãðóïïàõ Ai. Ïî-
ñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, èíäóöèðóþò àâòîìîðôèçìû íà ôàêòîð-ãðóïïàõ
Ai/pAi, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óìíîæåíèå íà íåêîòîðîå öåëîå
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÷èñëî ri = 0, 1, . . . , p− 1. Èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

A
ϕ //

πi
²²

A
πi

²²
Ai

ϕi //

νi
²²

Ai

νi
²²

Ai/pAi
ri // Ai/pAi

ãäå ϕ ∈ Aut(A), πi � ïðîåêöèè, νi � åñòåñòâåííûå ýïèìîðôèçìû.
Òåîðåìà 1 [1]. Àâòîìîðôèçì ãðóïïû A, èíäóöèðóþùèé òîæäå-

ñòâåííûå àâòîìîðôèçìû ãðóïï Ai/pAi, ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèç-
ìà G.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì.
Òåîðåìà 2. Åñëè àâòîìîðôèçì ãðóïïû A îáëàäàåò òåì ñâîéñâîì,

÷òî îí èíäóöèðóåò óìíîæåíèå íà îäíî è òî æå ÷èñëî r íà âñåõ Ai/pAi,
òî ýòîò àâòîìîðôèçì ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G, ãäå
ôàêòîð-ãðóïïà G/A ýëåìåíòàðíà, ò.å. ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
ãðóïï Z(p).

Ëåììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà G/A ∼= ⊕kZ(p). Òîãäà
ïîäãðóïïà A2⊕ . . .⊕An ñåðâàíòíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1

íå âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â G.
Òåîðåìà 3. Åñëè ïîäãðóïïà A2⊕ . . .⊕An ñåðâàíòíà â G, ãäå ôàêòîð-

ãðóïïà G/A ∼= Z(pm) (ò.å. öèêëè÷åñêàÿ), òî àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû A,
èíäóöèðóþùèé òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì íà A1/pA1, íî èíäóöè-
ðóþùèé íå òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì õîòÿ áû íà îäíîé Ai/pAi,
i = 2, . . . , n, íå ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G.

Çàìå÷àíèå. Åñëè àâòîìîðôèçì ãðóïïû A íå ïðîäîëæàåòñÿ äî àâ-
òîìîðôèçìà ãðóïïû G, òî åãî ïðîäîëæåíèå íà äåëèìóþ îáîëî÷êó ïå-
ðåâîäèò G â äðóãóþ ãðóïïó.

Ïðè òàêèì óñëîâèÿõ êàæäûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû A óäîâëåòâîðÿ-
åò ëèáî óñëîâèÿì òåîðåìû 2, ëèáî íà íåãî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñëåäñòâèå
òåîðåìû 3.

Òåîðåìà 4. Ïðè óêàçàííîì ïðåäïîëîæåíèè äâå íåðàçëîæèìûå ãðóï-
ïû ñ èçîìîðôíûìè ïîëíûìè êâàçèðàçëîæåíèÿìè è öèêëè÷åñêèìè ôàê-
òîðãðóïïàìè, èçîìîðôíûìè Z(pm), èçîìîðôíû.
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Òåîðåìà 4 íå îáîáùàåòñÿ íà áîëåå âûñîêèå ðàíãè ôàêòîð-ãðóïïû; íà-
îáîðîò,

Òåîðåìà 5. Åñëè G1, G2 � ðàçëè÷íûå íåðàçëîæèìûå ãðóïïû ñ îá-
ùèì êâàçèðàçëîæåíèåì A, êàæäàÿ Ai äåëèòñÿ íà õîòÿ áû îäèí ïðè-
ìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, G1∩G2 6∼= A, òî G1 è G2 íå èçîìîðôíû.

Ëèòåðàòóðà
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Ò.52, �3, 1988. � C. 501�521
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Ðàñùåïëåíèå p-ëîêàëüíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
Ôàðóêøèí Â.Õ. (Ìîñêâà)

Àáåëåâà ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ p-ëîêàëüíîé, åñëè G = G⊗Zp, ãäå Zp �
ëîêàëèçàöèÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z ïî ïðîñòîìó èäåàëó (p).

Ïîäïîëå K ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàñùåïëåíèÿ
ãðóïïû G, åñëè äëÿ ïëîòíîãî ïîäêîëüöà R ïîëÿ K èìååò ìåñòî èçîìîð-
ôèçì G ⊗Zp

R ∼= D ⊕ M, ãäå D � K-ïðîñòðàíñòâî, M � ñâîáîäíûé
R-ìîäóëü.

Ïîëå ðàñùåïëåíèÿ K è åãî ãðóïïà Ãàëóà G(K/Q) ÿâëÿþòñÿ èíâàðè-
àíòàìè ãðóïïû G.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè èíâàðèàíòàìè è ñòðóêòó-
ðîé p-ëîêàëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà. Â ÷àñò-
íîñòè, ãðóïïà Ãàëóà äëÿ êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé îïðåäå-
ëÿåò âñþ ñîâîêóïíîñòü êâàçèñåðâàíòíî èíúåêòèâíûõ è êâàçèñåðâàíòíî
ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ äëÿ äàííîé ãðóïïû.

Ëèòåðàòóðà
[1] Lady E.L. Splitting Fields for Torsion-Free Modules over Discrete Valuation
Rings // J. Algebra, 66. p. 281�306, 1980.

Î ãðóïïàõ, èçîìîðôíûõ ñâîèì ãðóïïàì
ýíäîìîðôèçìîâ
Öàðåâ À.Â. (Ìîñêâà)

Ïóñòü ãðóïïà A èçîìîðôíà ñâîåé ãðóïïå ýíäîìîðôèçìîâ End A. Òî-
ãäà èçîìîðôèçì Φ: A → End A èíäóöèðóåò íà ãðóïïå A ñòðóêòóðó àññî-
öèàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé. Ïðè ýòîì, óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ãðóïïû
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a · b = Φ−1(Φ(a) · Φ(b)
)
.

×åðåç La è Ra áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð ëåâîãî è ïðàâîãî óìíîæåíèÿ
íà ýëåìåíò a ∈ A ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

La(b) = a · b è Ra(b) = b · a
äëÿ ëþáîãî b ∈ A. Â ãðóïïå End A ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû

LA = {La | a ∈ A}, RA = {Ra | a ∈ A}, KA = {ϕ ∈ End A | ϕ(1A) = 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïû LA è RA èçîìîðôíû ãðóïïå A, à ñ ãðóïïîé KA èõ
ñâÿçûâàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

End A = LA ⊕KA = RA ⊕KA. (1)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû End A, òî ýëå-
ìåíò ϕ−Lϕ(1) ëåæèò â ãðóïïå KA, ïîýòîìó End A = LA +KA. À òàê êàê
LA ∩ KA = 0, òî LA + KA = LA ⊕ KA. Àíàëîãè÷íî, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
End A = RA ⊕KA.
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Òåîðåìà 1. Åñëè A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, òàêàÿ
÷òî A ∼= End A, òî åå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ E(A) êîììóòàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç èçîìîðôèçìà ãðóïï A è End A ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî ðàíãîâ r(A) = r(End A). Òîãäà èç ðàçëîæåíèÿ (1) âûòåêàåò, ÷òî
KA = 0 è, çíà÷èò, End A = LA = RA. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ A, òàêîé ÷òî La = Rb.
Òîãäà a = La(1) = Rb(1) = b, ò.å. La = Ra äëÿ ëþáîãî a ∈ A, à çíà÷èò,
E(A) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2. Åñëè A � íåðàçëîæèìàÿ ãðóïïà, òàêàÿ ÷òî A ∼= End A,

òî åå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ E(A) êîììóòàòèâíî.

Ëèòåðàòóðà
[1] Êðûëîâ Ï.À. Àáåëåâû ãðóïïû è èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ / Ï.À.
Êðûëîâ, À.Â. Ìèõàëåâ, À.À. Òóãàíáàåâ // Ì.: Ôàêòîðèàë, 2008.

Î êîëüöàõ êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ñèëüíî
íåðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 4

×åðåäíèêîâà À.Â. (Êîñòðîìà)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàí-
ãà. ×åðåç Q îáîçíà÷àåòñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëåíèÿ îñ-
íîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè êâàçèðàçëîæåíèé àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ðàíãà ìîæíî íàéòè â [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöîì êâàçèýíäîìîðôèçìîâ E(G) ãðóïïû G íà-
çûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êîëüöî E(G)
ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïñåâäîöîêîëåì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíàÿ îáî-
ëî÷êà ñóììû âñåõ åå ìèíèìàëüíûõ ñåðâàíòíûõ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîäãðóïï.

Êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãîâ
2, 3 îïèñàíû â [2, 3, 4, 5]. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû êëàññèôèêàöèÿ ðà-
äèêàëîâ Äæåêîáñîíà êîëåö êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ñèëüíî íåðàçëîæèìûõ
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ãðóïï ðàíãà 4, îòëè÷íûõ îò ñâîèõ ïñåâäîöîêîëåé (òåîðåìû 1�3), è êëàñ-
ñèôèêàöèÿ êîëåö êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ñèëüíî íåðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ
ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 4 ñ ïñåâäîöîêîëÿìè ðàíãà 3 (òåîðåìà 4).

Òåîðåìà 1. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà J(E(G)) êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèç-
ìîâ E(G) ñèëüíî íåðàçëîæèìîé àáåëåâîé ãðóïïû G áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà
4, ïñåâäîöîêîëü êîòîðîé èìååò ðàíã 3, ÿâëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A1, ãäå

A1 =








0 0 0 α14

0 0 0 α24

0 0 0 α34

0 0 0 0




∣∣∣∣∣∣∣∣
αij ∈ Q




.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè G � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ ðàíãà 4, ïñåâäîöîêîëü êîòîðîé èìååò ðàíã 3, òî

1 6 dimQJ(E(G)) 6 3.

Òåîðåìà 2. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà J(E(G)) êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèç-
ìîâ E(G) ñèëüíî íåðàçëîæèìîé àáåëåâîé ãðóïïû G áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà
4, ïñåâäîöîêîëü êîòîðîé èìååò ðàíã 2, ÿâëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A2, ãäå

A2 =








0 0 α13 α14

0 0 α23 α24

0 0 0 α34

0 0 0 0




∣∣∣∣∣∣∣∣
αij ∈ Q




.

Ñëåäñòâèå 2.1 Åñëè G � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ ðàíãà 4, ïñåâäîöîêîëü êîòîðîé èìååò ðàíã 2, òî

1 6 dimQJ(E(G)) 6 5.

Òåîðåìà 3. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà J(E(G)) êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèç-
ìîâ E(G) ñèëüíî íåðàçëîæèìîé àáåëåâîé ãðóïïû G áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà
4, ïñåâäîöîêîëü êîòîðîé èìååò ðàíã 1, ÿâëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A3, ãäå
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A3 =








0 α12 α13 α14

0 0 α23 α24

0 0 0 α34

0 0 0 0




∣∣∣∣∣∣∣∣
αij ∈ Q




.

Ñëåäñòâèå 3.1 Åñëè G � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ ðàíãà 4, ïñåâäîöîêîëü êîòîðîé èìååò ðàíã 1, òî

1 6 dimQJ(E(G)) 6 6.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü G � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ ðàíãà 4 ñ ïñåâäîöîêîëåì ðàíãà 3. Òîãäà àëãåáðà êâàçèýíäîìîð-
ôèçìîâ E(G) ãðóïïû G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

A4 =








x 0 0 y

0 x 0 0
0 0 x 0
0 0 0 x




∣∣∣∣∣∣∣∣
x, y ∈ Q




,

A5 =








x 0 0 y

0 x 0 z

0 0 x 0
0 0 0 x




∣∣∣∣∣∣∣∣
x, y, z ∈ Q




,

A6 =








x 0 0 y

0 x 0 z
0 0 x t

0 0 0 x




∣∣∣∣∣∣∣∣
x, y, z, t ∈ Q




.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ôóêñ Ë. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû / Ë. Ôóêñ � Ì.: Ìèð, 1977. �
Ò.2.
[2] Beamont R.S., Pierce R.S. Torsion free groups of rank two // Mem. Amer.
Math. Soc. 1961. � V.38. P. 1�41.
[3]×åðåäíèêîâà À.Â.Êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 3 // Àáåëåâû ãðóïïû è ìîäóëè
(ñáîðíèê ñòàòåé). � Òîìñê: ÒÃÓ � 1996. � Âûï.13,14. � Ñ. 237�242.
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[4]×åðåäíèêîâà À.Â.Êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèçìîâ êâàçèðàçëîæèìûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 3 // Àáåëåâû ãðóïïû è ìîäóëè (ñáîðíèê
ñòàòåé). � Òîìñê: ÒÃÓ � 1996. � Âûï.13, 14. � Ñ. 224�236.
[5] ×åðåäíèêîâà À.Â. Êîëüöà êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ñèëüíî íåðàçëîæè-
ìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 3 // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåò-
êè. 1998.� Ò.63, Âûï.5. � Ñ. 763�773.

E-öåíòð è E-êîììóòàíò àáåëåâûõ ãðóïï1

×åõëîâ À.Ð. (Òîìñê)

Ïîäãðóïïó H àáåëåâîé ãðóïïû A íàçîâåì êîììóòàòîðíî èíâàðèàíò-
íîé, êðàòêî ki-ïîäãðóïïîé (îáîçíà÷åíèå H 6 ki A), åñëè [ϕ, ψ]H ⊆ H

äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ èç êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ E(A) ãðóïïû A, ãäå [ϕ, ψ] =
ϕ − ψ � êîììóòàòîð ϕ è ψ. Çàïèñü H 6 A îçíà÷àåò, ÷òî H � ïîä-
ãðóïïà â A; à G 6 fiA, ÷òî G � âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà â A.
Åñëè a � ýëåìåíò ïîðÿäêà pk, òî ÷åðåç e(a) = k îáîçíà÷èì åãî ýêñïî-
íåíòó ; Ap � p-êîìïîíåíòó, à t(A) � ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü ãðóïïû A;
A[pk] = {a ∈ A | pka = 0}, ïðè÷åì åñëè A � p-ãðóïïà, òî A[p∞] = A. Åñ-
ëè B, G � ãðóïïû, ∅ 6= X ⊆ B, òî ÷åðåç Hom (B, G)X =

∑
f∈Hom(B,G)

fX

îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó ãðóïïû G, ïîðîæäåííóþ âñåìè ãîìîìîðôíûìè îá-
ðàçàìè ïîäìíîæåñòâà X.

E-öåíòðîì ãðóïïû A íàçîâåì ñëåäóþùóþ åå ïîäãðóïïó

Z(A) = {a ∈ A | [ϕ, ψ]a = 0 äëÿ âñåõ ϕ, ψ ∈ E(A)}.
Åñëè G 6 fi A, òî Z(G) ⊆ Z(A); â ÷àñòíîñòè, åñëè êîëüöî E(G) êîì-
ìóòàòèâíî, òî G ⊆ Z(A). Åñëè A � òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî âñå åå íåíóëåâûå
ýíäîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè è E(A) � íåêîììóòàòèâíîå
êîëüöî, òî Z(A) = 0. Åñëè A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî Z(A) � ÷èñòàÿ
ïîäãðóïïà â A, â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà â Z(A)
áóäåò ki-ïîäãðóïïîé â A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ ïîäãðóïïó ãðóïïû A, ïîðîæäåííóþ âñåìè åå ïîä-
ãðóïïàìè âèäà [ξ, η]A, ò.å. A′ = 〈[ξ, η]A | ξ, η ∈ E(A)〉 (E-êîììóòàíò

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû
èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû. Ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò Ï 937 îò 20 àâãóñòà 2009 ã.
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ãðóïïû A). ßñíî, ÷òî êîëüöî E(A) êîììóòàòèâíî â òî÷íîñòè òîãäà, êî-
ãäà A′ = 0, à Z(A) = A. Åñëè a ∈ A è ξ, η ∈ E(A), òî ÷åðåç [ξ, η]a
îáîçíà÷èì êîììóòàòîð ýëåìåíòà a (ñîîòâåòñòâóþùèé ýíäîìîðôèçìàì
ξ, η). Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ A′, áóäåò ki-ïîäãðóïïîé â A.

Âñåãäà Z(A), A′6fi A. Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà Z(A) = A′. Íàïðèìåð,
åñëè B, C � ãðóïïû ñ êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ è C 6
fi A = B ⊕ C, ïðè÷åì ñëåä B â C ñîâïàäàåò ñ C, òî A′ = C = Z(A).

Ëåììà 1. Ïóñòü A =
⊕
i∈I

Ai, ãäå | I | > 1, è Gi =
⊕

j∈I\{i}
Aj.

1. Åñëè äëÿ ëþáîãî 0 6= a ∈ Ai êàæäîé ãðóïïû Ai ñóùåñòâóåò ϕ ∈
Hom(Ai, Gi) ñî ñâîéñòâîì ϕa 6= 0, òî Z(A) = 0.

2. Z(A) =
⊕
i∈I

(Z(A) ∩ Ai).

3. ϕ(Z(A) ∩ Ai) = 0 äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ Hom(Ai, Gi).
4. Z(A) ∩ Ai = Bi, ãäå Bi = Z(Ai) ∩ (

⋂
ϕ∈Hom(Ai,Gi)

Kerϕ).

Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî Z(A)∩Ai = Z(Ai) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ϕ(Z(Ai)) = 0 äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ Hom(Ai, Gi).

Äëÿ ãîìîìîðôèçìà f : A → B íå îáÿçàòåëüíî f(Z(A)) ⊆ Z(B). Êðîìå
òîãî, åñëè A = ⊕Ai (A =

∏
Ai), ãäå Ai 6 fi A, òî Z(A) = ⊕Z(Ai)

(Z(A) =
∏

Z(Ai)). À åñëè A = ⊕Ai (A =
∏

Ai), ãäå | I | > 1 è Ai
∼= Aj

ïðè i, j ∈ I, òî Z(A) = 0.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A = B⊕C è C 6fi A, òî Z(A) = G⊕Z(C), ãäå

G = Z(B) ∩ (
⋂

ϕ∈Hom(B,C)
Kerϕ).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü D = t(D)⊕D0 � äåëèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà
1) åñëè t(D) 6= 0, òî Z(D) =

⊕
p∈Π

Dp, ãäå Π = {p ∈ P | r(Dp) = 1} è

Z(D) = 0 ïðè Π = ∅;
2) åñëè t(D) = 0, òî Z(D) = D0 ïðè óñëîâèè, ÷òî r(D0) = 1, è

Z(D) = 0 ïðè r(D0) > 1.
Ñëåäñòâèå 3. 1. Åñëè A = B ⊕ D � íåðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ, ãäå D � åå äåëèìàÿ ÷àñòü, òî Z(D) = D ïðè óñëîâèè, ÷òî
r(D) = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Z(A) = 0.

2. Åñëè T = t(A) è A = T ⊕R � ðàñùåïëÿþùàÿñÿ ãðóïïà, òî Z(A) =
Z(T ) ïðè óñëîâèè, ÷òî T � íåðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå Z(A) = Z(T ) ⊕ (Z(R) ∩ (

⋂
p∈Π

pmpR)), ãäå Π = {p ∈ P |Tp 6= 0},
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mp = sup{e(a) | a ∈ Tp}.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A = B ⊕ D, ãäå D = t(D) ⊕ D0 � íåíóëåâàÿ

äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû A, è ïóñòü G = Z(B)∩ (
⋂

ϕ∈Hom(B,D)
Kerϕ). Òîãäà

G ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, G =
⊕
p∈Π

Gp, à Z(A) ñîâïàäàåò ñ

îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï:
1) åñëè t(D) 6= 0, òî Z(A) = G⊕(

⊕
p∈K

Dp), ãäå K = {p ∈ P | r(Dp) = 1}
è Π ∩K = ∅;

2) åñëè t(D) = 0, òî ëèáî Z(A) = G, ëèáî, åñëè r(D0) = 1, Z(A) =
G⊕D0.

Åñëè A = ⊕Ai, òî êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû ìîæåò ñëó÷èòñÿ
òàê, ÷òî A′

i = 0, íî A′ 6= 0.
Ëåììà 2. Ïóñòü A =

⊕
i∈I

Ai, ãäå | I | > 1, è Gi =
⊕

j∈I\{i}
Aj. Òîãäà

1) A′ = 〈Hom(Ai, Gi)Ai, Hom(Gi, Ai)Gi, A
′
i, G

′
i〉;

2) A′ =
⊕
i∈I

A′
i â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Hom(Ai, Aj)Ai ⊆ A′

j äëÿ ëþ-
áûõ i, j ∈ I, j 6= i.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü A = B ⊕ D, ãäå D = t(D) ⊕ D0 � íåíóëå-
âàÿ äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû A è B 6= 0. Òîãäà A′ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï:

1) åñëè B � íåïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî A′ = B′ ⊕D;
2) åñëè B � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî

A′ = B′ ⊕ (
⊕

p∈Π

Dp)⊕ (
⊕

p∈K

Dp[p
mp])⊕D′

0,

ãäå Π = {p ∈ P | r(Dp) > 1}, K = {p ∈ P | r(Dp) = 1 è Bp 6= 0},
mp = sup{e(b) | b ∈ Bp}, à D′

0 = 0 ïðè r(D0) = 1 è D′
0 = D0 ïðè

r(D0) > 1.
Ëåììà 3. Åñëè A = B ⊕ G è äëÿ ëþáûõ b ∈ B, g ∈ G íàéäóòñÿ

òàêèå x ∈ G, y ∈ B è ϕ ∈ Hom(B,G), ψ ∈ Hom(G,B), ÷òî ϕy = g,
ψx = b, òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå E-öåíòðîâ è E-êîììóòàíòîâ íåêîòîðûõ ðåäóöè-
ðîâàííûõ ãðóïï.

1. Åñëè A � íåîãðàíè÷åííàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ p-ãðóïïà, òî Z(A) = 0 è
A′ = A.
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Äîïóñòèì, ÷òî a ∈ A. Òîãäà a ìîæíî âëîæèòü â ïðÿìîå ñëàãàåìîå B

ãðóïïû A, ÿâëÿþùååñÿ îãðàíè÷åííîé ãðóïïîé, A = B ⊕ G. Ïîñêîëüêó
G � íåîãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì f : B → G ñî
ñâîéñòâîì fa 6= 0, ÷òî âëå÷åò a /∈ Z(A). À ïîñêîëüêó G � íåîãðàíè÷åí-
íàÿ ãðóïïà, òî Hom(G,B)G = B. Ïîýòîìó B ⊆ A′.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåäóöèðîâàííîé p-ãðóïïû A âîçìîæåí ñëó÷àé, êî-
ãäà Z(A) 6= 0; äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, ïîäãðóïïà A1 öèêëè÷å-
ñêàÿ, òî Z(A) = A1.

2. Ïóñòü A � îãðàíè÷åííàÿ p-ãðóïïà, A = B1 ⊕ · · · ⊕ Bm, ãäå Bi �
ïðÿìûå ñóììû íåêîòîðîãî ÷èñëà êîïèé ãðóïïû Zpki , k1 < · · · < km è i =
1, . . . , m. Òîãäà Z(A) = pkm−1Bm è A′ = A[pkm−1], åñëè Bm � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà è Z(A) = 0, A′ = A â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3. Ïóñòü A � ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, Ω(A) � ìíîæåñòâî
òèïîâ âñåõ åå ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1. Òîãäà Z(A) =

∑
t∈C(A)

A(t), ãäå

C(A) � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òèïîâ t ∈ Ω(A), ÷òî r(A(t)) = 1, ò.å.
Z(A) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé âñåõ âïîëíå èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ
ðàíãà 1 ãðóïïû A. À A′ ñîâïàäàåò ñ ñóììîé òåõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ Ai

ðàíãà 1, äëÿ êîòîðûõ â äîïîëíèòåëüíîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì åñòü ïðÿìîå
ñëàãàåìîå ðàíãà 1 òèïà 6 t(Ai).

4. Ïóñòü A =
∏
i∈I

Ai � âåêòîðíàÿ ãðóïïà, ãäå Ai � ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ
ðàíãà 1. Òîãäà Z(A) =

∏
j∈J

Aj, ãäå J � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ j ∈ I, ÷òî

r(A(t(Aj))) = 1 ïðè j ∈ J , ò.å. Z(A) ñîâïàäàåò ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
âñåõ âïîëíå èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïï Aj. À A′ =

∏
k∈K

Ak, ãäå K � ìíîæå-

ñòâî âñåõ òàêèõ k ∈ I, ÷òî â I \ {k} íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà As ñî ñâîéñòâîì
t(As)6 t(Ak).

5. Ïóñòü A =
∏

Ap � àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ,
ãäå Ap � p-àäè÷åñêèå êîìïîíåíòû ãðóïïû A. Òîãäà Z(A) =

∏
p∈Π

Ap, ãäå

Π = {p ∈ P |Ap � íåðàçëîæèìàÿ ãðóïïà}. À A′ =
∏

p∈K

Ap, ãäå K = {p ∈
P |Ap � ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà}.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå A êàæäàÿ åå ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ki-
ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E(A) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.

Ëåììà 4. Ïóñòü A =
⊕
i∈I

Ai, πi : A → Ai � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-
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åêöèè, è H 6A. Òîãäà
1) H 6 kiA â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Hom(Ai, Aj)πiH ⊆

H ∩ Aj è [ϕi, ψi]πiH ⊆ H ∩ Ai äëÿ ëþáûõ ϕi, ψi ∈ E(Ai), ãäå i, j ∈ I è
j 6= i;

2) åñëè Bi 6ki Ai, òî B =
⊕
i∈I

Bi 6ki A â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà Hom(Ai, Aj)Bi ⊆ Bj äëÿ âñåõ i, j ∈ I, ãäå j 6= i;

3) åñëè Ai 6 fiA è Bi 6 Ai, òî B =
⊕
i∈I

Bi 6 ki A â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà Bi 6kiAi äëÿ âñåõ i ∈ I;

4) ki-ïîäãðóïïà H ãðóïïû A ÿâëÿþòñÿ åå fi-ïîäãðóïïîé â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà πiH = H ∩Ai è H ∩Ai 6fi Ai äëÿ êàæäîãî
i ∈ I.

Ëåãêî ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ki-ïîäãðóïï, íå ÿâëÿþùèåñÿ fi-ïîäãðóïïàìè.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü o(a) = p, o(b) = p3, A = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 è H = 〈a + pb〉.

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî H 6ki A. Îäíàêî H
fi A.
Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè H 6fiG è G6ki A, òî H 6ki A; åñëè

H 6 ki G è G 6 fi A, òî H 6 ki A. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð,
ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî H 6ki G, G6kiA, íî H
ki A.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü o(a) = p, o(b) = p3, o(c) = p8, A = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 ⊕ 〈c〉,
x = a + pb, y = p2c è G = 〈x〉 ⊕ 〈y〉. Åñëè πa : A → 〈a〉, πb : A → 〈b〉,
πc : A → 〈c〉 � ïðîåêöèè, òî πa(G) = 〈a〉, πb(G) = 〈pb〉, πc(G) = 〈p2c〉.
Ïîýòîìó

Hom(〈a〉, 〈b〉)(πa(G)) = 〈p2b〉 ⊆ G ∩ 〈b〉 = 〈p2b〉,
Hom(〈a〉, 〈c〉)(πa(G)) = 〈p7c〉 ⊆ G ∩ 〈c〉 = 〈p2c〉,

Hom(〈b〉, 〈a〉)(πb(G)) = 0 = G ∩ 〈a〉,
Hom(〈b〉, 〈c〉)(πb(G)) = 〈p6c〉 ⊆ G ∩ 〈c〉 = 〈p2c〉,

Hom(〈c〉, 〈a〉)(πc(G)) = 0 = G ∩ 〈a〉,
Hom(〈c〉, 〈b〉)(πc(G)) = 〈p2b〉 ⊆ G ∩ 〈b〉 = 〈p2b〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, G 6 ki A. Åñëè òåïåðü H = 〈x + p2y〉, òî àíàëîãè÷íî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî H 6ki G. Îäíàêî H = 〈a + pb + p4c〉
ki A, ïîñêîëüêó
πa(H) = 〈a〉 è Hom(〈a〉, 〈b〉)〈a〉 = 〈p2b〉 * H.

Ëåììà 5. Åñëè A =
⊕
i∈I

Ai, ãäå | I | > 1, è Ai
∼= Aj ïðè i, j ∈ I, òî

êàæäàÿ ki-ïîäãðóïïà ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíîé.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü A = B ⊕D, ãäå D = t(D)⊕D0 � äåëèìàÿ ÷àñòü

ãðóïïû A è H 6A. Òîãäà H 6ki A â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

66



H ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï:
1) H = F ⊕ (

⊕
p

Dp[p
kp]), ãäå F � ïåðèîäè÷åñêàÿ ki-ïîäãðóïïà ãðóïïû

B è kp > sup{e(b) | b ∈ Fp};
2) H = G⊕(

⊕
p∈K

Dp[p
kp]), ãäå G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ki-ïîäãðóïïà â ãðóïïå

B ⊕ D1, ãäå D1 =
⊕
p∈Π

Dp � òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî r(Dp) = 1 äëÿ êàæäîãî

p ∈ Π (Π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ñî ñâîéñòâîì K ∩
Π = ∅), [ϕ, ψ]G ⊆ (G ∩ B) ⊕ (G ∩ D1) äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ ∈ E(B ⊕ D1) è
kp > sup{e(g) | g ∈ Gp};

3) H = C ⊕D, ãäå C 6ki B;
4) H = E ⊕ t(D), r(D0) = 1 è E � ki-ïîäãðóïïà â ãðóïïå B ⊕ D0

òàêàÿ, ÷òî πE � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà è [ϕ, ψ]E ⊆ E ∩ B äëÿ ëþáûõ
ϕ, ψ ∈ E(B ⊕D0), ãäå π � ïðîåêöèÿ ãðóïïû A íà B.

Òåîðåìà 3. 1. Â ðàçëîæèìîé ðåäóöèðîâàííîé ñåïàðàáåëüíîé ãðóï-
ïå áåç êðó÷åíèÿ A âñå ki-ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûìè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî B ðàí-
ãà 1 ãðóïïû A â äîïîëíèòåëüíîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì íàéäåòñÿ ïðÿìîå
ñëàãàåìîå G, èçîìîðôíîå B.

2. Â ðåäóöèðîâàííîé àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíîé ãðóïïå áåç êðó÷å-
íèÿ A êàæäàÿ åå ki-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå p-àäè÷åñêèå êîìïîíåíòû ãðóïïû A ðàçëîæè-
ìû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A = B ⊕ C.
1. Íàèìåíüøàÿ ki-ïîäãðóïïà ãðóïïû A, ñîäåðæàùàÿ C, ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå èíâàðèàíòíîé è ñîâïàäàåò ñ:
a) Hom(C,B)C ⊕ C;
á) ñóììîé G âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ê B â ãðóïïå

A.
2. Íàèáîëüøàÿ ki-ïîäãðóïïà ãðóïïû A, ñîäåðæàùàÿñÿ â C, ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå èíâàðèàíòíîé è ñîâïàäàåò ñ:
à) K =

⋂
ϕ∈Hom(C,B)

Kerϕ;

á) ïåðåñå÷åíèåì N âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ê B â
ãðóïïå A.
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E-ðàçðåøèìûå àáåëåâû ãðóïïû1

×åõëîâ À.Ð. (Òîìñê)

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè R � êîëüöî è a, b ∈ R, òî ýëåìåíò [a, b] = ab− ba

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a è b. Åñëè a1, . . . , an ∈ R, òî
ïîëîæèì ïî èíäóêöèè [a1, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an].

Ãðóïïó A íàçîâåì E-íèëüïîòåíòíîé êëàññà n, åñëè [α1, . . . , αn+1] =
0 äëÿ ëþáûõ α1, . . . , αn+1 ∈ E(A) è [β1, . . . , βn] 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ
β1, . . . , βn ∈ E(A); äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ñì. â ñòàòüå ¾E-
öåíòð è E-êîììóòàíò àáåëåâûõ ãðóïï¿ (äàííûé ñáîðíèê). Ðÿä ñâîéñòâ
êîììóòàòîðîâ ïðèâåäåí â [1�4].

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè H 6ki A è H∩A′ = 0, òî H ⊆ Z(A). Ïîýòîìó åñëè
H � ìèíèìàëüíàÿ ki-ïîäãðóïïà, òî H ⊆ A′ èëè H ⊆ Z(A). Â ÷àñòíîñòè,
åñëè A ïîðîæäàåòñÿ ìèíèìàëüíûìè ki-ïîäãðóïïàìè, òî A = A′ + Z(A).

Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè A(0) = A, A(1) = A′, . . . , A(n+1) = (A(n))′ è
A(α) =

⋂
ρ<α

A(ρ) ïðè ïðåäåëüíîì îðäèíàëå α.

Â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ A ëþáàÿ ki-ïîäãðóïïà ðàíãà 1 ëåæèò â E-
öåíòðå. E-öåíòð ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ � ÷èñòàÿ ïîäãðóïïà, à E-êîììóòàíò
ìîæåò íå áûòü ÷èñòîé ïîäãðóïïîé.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè âñå åãî èäåìïî-
òåíòû öåíòðàëüíû.

Ãðóïïó íàçîâåì E-ýíãåëåâîé, êëàññà 6 n, åñëè [α, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸
n

] = 0 äëÿ

ëþáûõ åå ýíäîìîðôèçìîâ α, β. Äîêàçàíî, ÷òî â E-ýíãåëåâîé ãðóïïå A

âñå åå ïðÿìûå ñëàãàåìûå âïîëíå èíâàðèàíòíû. Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî E(A)
íîðìàëüíîå.

Ãðóïïó A íàçîâåì E-ðàçðåøèìîé, åñëè A(n) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
Íàèìåíüøåå òàêîå n íàçîâåì êëàññîì E-ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû A. Ïðÿ-
ìûå ñëàãàåìûå E-ðàçðåøèìîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ E-ðàçðåøèìûìè ãðóï-
ïàìè.

E-ðàçðåøèìûå ãðóïïû êëàññà 6 n ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì êëàññà BLn

ãðóïï � ãðóïï A ñî ñâîéñòâîì [ϕ, ψ]n = 0 äëÿ âñåõ ϕ, ψ ∈ E(A). Âíè-
ìàíèå àâòîðà íà êëàññ BL2 îáðàòèë ïðîôåññîð Ï.À. Êðûëîâ. Ãðóïïû èç
êëàññà BL2 èçó÷àëèñü â [1, 3] è â äð. ðàáîòàõ àâòîðà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû
èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû. Ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò Ï 937 îò 20 àâãóñòà 2009 ã.
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Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóþò E-ðàçðåøèìûå ãðóïïû êëàñ-
ñà n, íå ÿâëÿþùèåñÿ E-íèëüïîòåíòíûìè. Ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ E-ýíãåëåâà
ãðóïïà êëàññà 6 2 ÿâëÿåòñÿ E-íèëüïîòåíòíîé êëàññà 6 2. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ãðóïïà A ïðèíàäëåæèò êëàññó BL, åñëè [α, β]n = 0 äëÿ ëþáûõ
α, β ∈ E(A) ïðè íåêîòîðîì n, çàâèñÿùèì, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ. Êëàññ BL ñîäåðæèò êëàññ âñåõ E-ðàçðåøèìûõ ãðóïï. Äîêàçàíî,
÷òî ýòè êëàññû ðàçëè÷íû.

Ëåììà 1. Äëÿ ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà 6 n;
2) [α2n−1, α2n] . . . [α1, α2] = 0 äëÿ ëþáûõ α1, . . . , α2n ∈ E(A);
3) A(n−1) ⊆ Z(A).
Èç îïðåäåëåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà,

òî Z(A) 6= 0; êðîìå òîãî, åñëè 0 6= H 6kiA, òî H ∩ Z(A) 6= 0.
Åñëè H 6ki A è R = E(A), òî ïîëîæèì

ZR(A/H) = {a ∈ A/H | [α, β]a = 0 äëÿ âñåõ α, β ∈ R}.
Åñëè H ⊆ A, òî ÷åðåç NR(H) = {a ∈ A | [α, β]a ∈ H äëÿ âñåõ

α, β ∈ R} îáîçíà÷èì E-íîðìàëèçàòîð ïîäìíîæåñòâà H â ãðóïïå A. Èí-
äåêñ R èíîãäà áóäåì îïóñêàòü. Èíâàðèàíòíîñòü ïîäãðóïïû H âëå÷åò èí-
âàðèàíòíîñòü N(H). ßñíî, ÷òî H = N(H) äëÿ H 6 A â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà H 6ki A è A/H � êîììóòàòîðíî òî÷íàÿ ôàêòîðãðóïïà, ò.å. äëÿ
ëþáîãî 0 6= a ∈ A/H íàéäóòñÿ ϕ, ψ ∈ E(A) ñî ñâîéñòâîì [ϕ, ψ]a 6= 0.

Ðÿä Ai ⊆ Ai+1 ⊆ . . . ⊆ Ai+n ⊆ . . . ïîäãðóïï Ai (i ∈ I) ãðóïïû A

íàçîâåì E-öåíòðàëüíûì, åñëè Ai 6ki A è Ai+1/Ai ⊆ ZR(A/Ai) (ýêâèâà-
ëåíòíî, Ai+1 ⊆ NR(Ai)) äëÿ âñåõ i ∈ I. Åñëè æå Ai 6ki A äëÿ âñåõ i ∈ I,
òî ðÿä íàçîâåì E-íîðìàëüíûì.

Åñëè A � ãðóïïà, R = E(A), òî ïîëîæèì ïî èíäóêöèè
Z0(A) = 0, Z1(A) = Z(A), . . . , Zi(A)/Zi−1(A) = ZR(A/Zi−1(A))

è Zα(A) =
⋃

ρ<α
Zρ(A) ïðè ïðåäåëüíîì îðäèíàëå α.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Zα = Zα(A). Ðÿä 0 ⊆ Z1 ⊆ . . . ⊆ Zα ⊆ . . .

íàçîâåì âåðõíèì E-öåíòðàëüíûì ðÿäîì ãðóïïû A. Ïîäãðóïïû Zα íàçî-
âåì E-ãèïåðöåíòðàìè ãðóïïû A. Âñå E-ãèïåðöåíòðû ÿâëÿþòñÿ âïîëíå
èíâàðèàíòíûìè ïîäãðóïïàìè. Â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ âñå E-ãèïåðöåíòðû
ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûìè ïîäãðóïïàìè, ïîýòîìó âñå ôàêòîðû âåðõíåãî E-öåí-
òðàëüíîãî ðÿäà òàêæå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ.
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Åñëè H ⊆ A, òî ïîäãðóïïó 〈[ϕ, ψ]h |h ∈ H,ϕ, ψ ∈ E(A)〉 íàçîâåì
E-êîììóòàíòîì ïîäìíîæåñòâà H â A è îáîçíà÷èì ÷åðåç [H, A]. Åñëè
H 6 ki A, òî [H, A] 6 ki A, à åñëè H 6 fi A, òî [H, A] 6 fi A. Âñåãäà
[B+C,A] = [B,A]+[C, A] äëÿ B, C 6A. Îáîçíà÷èì [H, A]1 = 〈H〉+[H, A]

è [H, A]n+1 = [H,A]n + [[H, A]n, A] ïðè n > 1. Òîãäà H =
∞⋃

n=1
[H, A]n �

íàèìåíüøàÿ ki-ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ H. Äåéñòâèòåëüíî, H 6 ki A è
âñÿêàÿ ki-ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ H, ñîäåðæèò è H. Èíâàðèàíòíîñòü H

âëå÷åò èíâàðèàíòíîñòü H.
Ïîëîæèì ïî èíäóêöèè L1(A) = A, Li+1(A) = [Li(A), A] è Lα =⋂

ρ<α
Lρ(A), åñëè α � ïðåäåëüíîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî Ln(A) =

A(n−1) äëÿ n ∈ N è Lα(A)6fi A äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α.
Çàìåòèì, ÷òî

Ln+1(A) = 〈[α2n−1, α2n] . . . [α1, α2]a | a ∈ A,α1, . . . , α2n ∈ E(A)〉,
à Zn(A) = {a ∈ A | [α2n−1, α2n] . . . [α1, α2]a = 0, α1, . . . , α2n ∈ E(A)}.

Åñëè 0 = A0 ⊆ A1 ⊆ . . . ⊆ An−1 ⊆ An = A � E-öåíòðàëüíûé ðÿä,
òî ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèÿ Ai ⊆ Zi è Li ⊆ An−i+1, ãäå Li = Li(A). Ðÿä
L1(A) ⊇ L2(A) ⊇ . . . íàçîâåì íèæíèì E-öåíòðàëüíûì ðÿäîì ãðóïïû
A. Èç âûøåïðèâåäåííûõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî â E-ðàçðåøèìîé ãðóïïå
âåðõíèé è íèæíèé E-öåíòðàëüíûå ðÿäû îáðûâàþòñÿ, ïðè÷åì èõ äëèíû
ðàâíû êëàññó E-ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, â E-ðàçðåøèìîé
ãðóïïå âñå åå E-öåíòðàëüíûå ðÿäû îáðûâàþòñÿ, ìèíèìàëüíàÿ äëèíà òà-
êèõ ðÿäîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì E-ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû.

Õîòÿ âåðõíèé è íèæíèé E-öåíòðàëüíûå ðÿäû E-ðàçðåøèìîé ãðóïïû
èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, îíè ñàìè íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

Ëåììà 2. Äëÿ ãðóïïû A ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:
1) A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà n;
2) Zn(A) = A è Zn−1(A) 6= A;
3) Ln+1(A) = 0, íî Ln(A) 6= 0.
Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà n, òî äëÿ

ëþáîé åå ïîäãðóïïû H ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ E-íîðìàëèçàòîðîâ äîñòè-
ãàåò A íå ïîçæå ÷åì ÷åðåç n øàãîâ. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ ki-ïîäãðóïïà
E-ðàçðåøèìîé ãðóïïû âõîäèò â íåêîòîðûé E-öåíòðàëüíûé ðÿä.

ki-ïîäãðóïïó H ãðóïïû A íàçîâåì E-ìàëîé, åñëè èç A = H + S, ãäå
S � íåêîòîðàÿ ki-ïîäãðóïïà, ñëåäóåò, ÷òî S = A.
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Ýëåìåíò x ∈ A íàçîâåì E-íåîáðàçóþùèì, ãðóïïû A, åñëè 〈x〉 � E-
ìàëàÿ ïîäãðóïïà. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ki-ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿñÿ â
E-ìàëîé ïîäãðóïïå, ÿâëÿåòñÿ E-ìàëîé; ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà E-ìàëûõ
ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ E-ìàëîé ïîäãðóïïîé. Â ñèëó ñêàçàííîãî ñóììà âñåõ
E-ìàëûõ ïîäãðóïï ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì E-íåîáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(A) ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ki-ïîäãðóïï
ãðóïïû A, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, è C(A) = A â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêà-
çàíî, ÷òî ìíîæåñòâî S âñåõ E-íåîáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé C(A).

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è H � åå ki-
ïîäãðóïïà ñ óñëîâèåì H +A′ = A, òî H = A. Â ÷àñòíîñòè, A′ ⊆ C(A).

ki-ïîäãðóïïó P ãðóïïû A íàçîâåì E-ïîëóïåðâè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîäãðóïïû B ãðóïïû A èç âêëþ÷åíèÿ [B,A] ⊆ P ñëåäóåò, ÷òî B ⊆ P .
Îòìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå [B, A] ⊆ P ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ [B,A] ⊆
P . Ïåðåñå÷åíèå âñåõ E-ïîëóïåðâè÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû A îáîçíà÷èì
÷åðåç P (A). Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Zn(A) ⊆ P (A) äëÿ êàæäîãî
n ∈ N, â ÷àñòíîñòè, A = P (A) äëÿ E-ðàçðåøèìîé ãðóïïû A.

Ýëåìåíò a ãðóïïû A íàçîâåì ñòðîãî E-íèëüïîòåíòíûì, åñëè ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn ∈ E(A) |n ∈ N} íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m, ÷òî
[α2m−1, α2m] . . . [α1, α2]a = 0. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì
õàðàêòåðèçàöèè Ëåâèöêîãî ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà êîëüöà.

Ïðåäëîæåíèå 3. P (A) ñîñòîèò èç ñòðîãî E-íèëüïîòåíòíûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Ïîñêîëüêó Z(A) ⊆ P (A), òî óñëîâèå P (A) = 0 âëå÷åò Z(A) = 0. Âåðíî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a0 = a 6= 0. Ïî óñëîâèþ
íàéäóòñÿ òàêèå αn, βn ∈ E(A), ÷òî an+1 = [αn, βn]an 6= 0, n = 0, 1, . . .,
ò.å. ýëåìåíò a íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî E-íèëüïîòåíòíûì. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3
ñëåäóåò òàêæå, ÷òî åñëè P (A) = 0, òî 0 � åäèíñòâåííàÿ ñðåäè ïîäãðóïï
H ãðóïïû A ñî ñâîéñòâîì Ln(H) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n, ãäå Ln(H) =
[Ln−1(H), A] ïðè n > 2, à L1(H) = H.

Âñÿêàÿ E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà íå ñîäåðæèò ïðÿìûå ñëàãàåìûå, ðàçëî-
æèìûå â ïðÿìûå ñóììû èçîìîðôíûõ ãðóïï. Ïîýòîìó äåëèìàÿ ãðóïïà
D ÿâëÿåòñÿ E-ðàçðåøèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå íåíóëåâûå
p-êîìïîíåíòû èìåþò ðàíã 1, à ÷àñòü áåç êðó÷åíèÿ ëèáî íóëåâàÿ, ëèáî
òàêæå èìååò ðàíã 1 (òàêàÿ ãðóïïà D ∈ BL2).
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Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà 6 2, òî
êàæäàÿ åå íåíóëåâàÿ p-êîìïîíåíòà Ap åñòü ëèáî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,
ëèáî ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Bp è ãðóïïû Zp∞, ïðè÷åì â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè Bp 6= 0, òî A/Ap = p(A/Ap).

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà 6 2;
2) A ∈ BL2;
3) êàæäàÿ íåíóëåâàÿ p-êîìïîíåíòà ãðóïïû A åñòü ëèáî öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà, ëèáî ïðÿìàÿ ñóììà íåêîòîðîé (âîçìîæíî, íóëåâîé) öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïû è ãðóïïû Zp∞. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A ðåäóöèðîâàííà, òî åå
êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíî.

Òåîðåìà 1. Åñëè 0 6= D � äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû A, A = B⊕D, òî
A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà 6 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1) êàæäàÿ ãðóïïà B, D ÿâëÿåòñÿ E-ðàçðåøèìîé êëàññà 6 2;
2) E-êîììóòàíò B′ ãðóïïû B ïåðèîäè÷åí;
3) åñëè Dp, Bp 6= 0, òî B/Bp = p(B/Bp);
4) 0 6= t(D) 6= D âëå÷åò ïåðèîäè÷íîñòü B, â ýòîì ñëó÷àå A èìååò

ñòðîåíèå A = (
⊕
p∈Π

Ap) ⊕ D0, ãäå Π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ

÷èñåë, êàæäàÿ Ap åñòü èëè öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, èëè ïðÿìàÿ ñóììà
íåêîòîðîé (âîçìîæíî, íóëåâîé) öèêëè÷åñêîé p-ãðóïïû è ãðóïïû Zp∞,
à D0

∼= Q.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü A = t(A) ⊕ R � ðàñùåïëÿþùàÿñÿ ñìåøàííàÿ

ãðóïïà ñ íåíóëåâîé äåëèìîé ÷àñòüþ D = t(D)⊕D0. Çàïèøåì A â âèäå
A = T ⊕ B ⊕ t(D) ⊕ D0, ãäå t(A) = T ⊕ t(D). Ãðóïïà A E-ðàçðåøèìà
êëàññà 6 2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) t(D) ∼= ⊕
p∈Π

Zp∞, à r(D0) 6 1;

2) T =
⊕

p∈Π1

Tp, ãäå êàæäàÿ Tp � íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ öèêëè÷åñêàÿ
p-ãðóïïà;

3) êîëüöî E(B) êîììóòàòèâíî è pB = B ïðè p ∈ Π′ = Π ∩ Π1;
4) åñëè B,D0 6= 0, òî t(D) = 0.
Ïîëó÷åí ðÿä äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ, òàê ïîêàçàíî, ÷òî åñëè 0 6= D �

äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû A, A = B ⊕ D è 0 6= B � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ,
òî A � E-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êëàññà 2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
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êîãäà E(B), E(D) � êîììóòàòèâíûå êîëüöà; îïèñàíû E-ðàçðåøèìûå
ñåïàðàáåëüíûå, âåêòîðíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êëàññà 6 2 è äð.
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Generalized congruence subgroups of the Chevalley
groups1

Zyubin S. (Tomsk)

It is well known that a principal congruence subgroup of the Chevalley
group modulo quasiregular ideal is decomposed into product of diagonal and
two opposite unipotent subgroups. It follows that all relations in a such
congruence subgroup are standard. (We say that a relation is standard if
it is consequence of relations in a base ring, the diagonal subgroup, the root
subgroups, Chevalley's commutator formula, and the formula for commutator
of root and diagonal elements.) Here we establish similar factorizations and
de�ning relations for elementary carpet subgroups.

Let K be a commutative ring. A system σ = {σr | r ∈ Φ} of additive
subgroups of K is called an elementary carpet of type Φ if the following is
held

Cijrs(σr)
i(σs)

j ⊆ σir+js, r, s, ir + js ∈ Φ, i, j > 0,

1This research is supported by the Russian Foundation for Basic Research, grant No. 09-01-00717 and
by the Russian Federal Target Program "Scienti�c, Academic, and Teaching Sta� of Innovative Russia"
for 2009-13.
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where (σr)
i = {ai | a ∈ σr} and Cijrs are constants from Chevalley's

commutator formula [1]. Note that if for an elementary carpet σ one changes
σr by trivial additive subgroups for all r ∈ Φ+ (or all r ∈ Φ−) then one gets
also an elementary carpet. We denote it by σ+ (respectively by σ−).

An elementary carpet subgroup is a subgroup E(Φ, σ) = 〈xr(σr)|r ∈ Φ〉
of the Chevalley group Φ(K) of normal type Φ.

An elementary carpet σ of type Φ over K is called Φ-radical, if for every
r ∈ Φ:

(i) 1−σrσ−r belongs to the group K∗, generating multiplicative subgroup
∆r such that ∆rσr ⊆ σr;

(ii) ∆r
(hr,s)σs ⊆ σs for all s ∈ Φ and co-root hr = 2r/(r, r).

Theorem 1. Let Φ(K) be the Chevalley group of type Φ over commutative
ring K and σ Φ-radical elementary carpet of type Φ over K. Denote
H(Φ, σ) = 〈hr(∆r) | r ∈ G〉. Then

E(Φ, σ) = E(Φ, σ+)H(Φ, σ)E(Φ, σ−).

The factorization above doesn't hold for principal congruence subgroups
over not quasiregular ideal, but it is still possible to �nd de�ning relations
for wider class of principal congruence subgroups.

Theorem 2. Let I be an ideal of a commutative ring K with a unit,
rad I the Jacobson radical of I as a ring, and the factor ring I/rad I
be isomorphic to direct product of �elds. Then any relation in a congruence
subgroup Φ(K, I) of the Chevalley group Φ(K) of normal type Φ is
standard.

Analogous results hold for the twisted Chevalley groups with slightly more
lengthy conditions.
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