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Ë.ß. Êóëèêîâ (1914�2001)

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ Êóëèêîâ ðîäèëñÿ 2 íîÿáðÿ 1914 ãîäà â ã. Íèêèòîâ-
êà Äîíåöêîé îáëàñòè. Îêîí÷èâ øêîëó, îí ïîñòóïèë â õèìè÷åñêèé òåõíè-
êóì. Ïî îêîí÷àíèè òåõíèêóìà îí íåêîòîðîå âðåìÿ ðàáîòàë áèáëèîòåêàðåì
â ã. Ñëàâÿíñêå.

Â 1934 ãîäó Ë.ß. Êóëèêîâ ïîñòóïèë íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà (íûíå
ÌÏÃÓ � Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò). Ïî-
ñëå îêîí÷àíèÿ èíñòèòóòà â 1938 ãîäó îí ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó íà êàôåäðå
àëãåáðû. Åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûë Ã.Ì. Øàïèðî. Àñïèðàíò Êóëè-
êîâ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà ïîä
ðóêîâîäñòâîì Î.Þ. Øìèäòà, êîòîðîãî ñ÷èòàë ñâîèì ó÷èòåëåì. Ñ ìîíî-
ãðàôèåé Î.Þ. Øìèäòà ¾Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ãðóïï¿ (1916) Ë.ß. Êóëèêîâ
ïîçíàêîìèëñÿ â þíîñòè, åùå äî ïîñòóïëåíèÿ â èíñòèòóò. Èìåííî òîãäà è
âîçíèê ó íåãî èíòåðåñ ê àëãåáðå.

Â ìàå 1941 ãîäà Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ
íà òåìó ¾Ê òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè¿. Ýòà ðàáîòà
ñðàçó æå ïîëó÷èëà ñàìóþ âûñîêóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîé îáùåñòâåííî-
ñòè è ïðèíåñëà åå àâòîðó øèðîêóþ ìåæäóíàðîäíóþ èçâåñòíîñòü. Îêîí÷èâ
àñïèðàíòóðó, Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ â 1941 ãîäó ïðèñòóïèë ê ðàáîòå ïðåïîäà-
âàòåëåì êàôåäðû àëãåáðû ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà.

Âî âðåìÿ Âåëèêîé îòå÷åñòâåííîé âîéíû (ñ 1942 ïî 1946 ãã.) Ë.ß. Êóëèêîâ
ïðåïîäàâàë â äîëæíîñòè äîöåíòà êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Èâàíîâñêî-
ãî òåêñòèëüíîãî èíñòèòóòà.
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Ñ 1946 ïî 1949 ãã. Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ðàáîòàë â äîëæíîñòè äîöåíòà êà-
ôåäðû àëãåáðû ËÃÏÈ èì. À.È. Ãåðöåíà è îäíîâðåìåííî ïðîõîäèë äîê-
òîðàíòóðó ïðè Ëåíèíãðàäñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.
Â.À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ. Åãî íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì áûë âûäàþùèéñÿ
ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê À.À. Ìàðêîâ.

Â 1951 ãîäó Ë.ß. Êóëèêîâ çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó
¾Îáîáùåííûå ïðèìàðíûå ãðóïïû¿ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòå ËÃÓ èì. À.À. Æäàíîâà. Êðóïíåéøèå ñîâåòñêèå àëãåáðàèñòû À.Ã. Êó-
ðîø è À.È. Ìàëüöåâ áûëè åãî îôèöèàëüíûìè îïïîíåíòàìè.

Ñ 1950 ïî 1955 ãã. Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ðàáîòàë â äîëæíîñòè çàâåäóþùå-
ãî êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè Ëåíèíãðàäñêîãî èíñòèòóòà àâèàöèîííîãî
ïðèáîðîñòðîåíèÿ, à ñ 1955 ãîäà áûë ïåðåâåäåí â Ìîñêâó íà äîëæíîñòü ñòàð-
øåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà
ÀÍ ÑÑÑÐ.

Â ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà Ë.ß. Êóëèêîâ íà÷àë ðàáîòàòü ñ 1962 ãîäà â
äîëæíîñòè ïðîôåññîðà êàôåäðû àëãåáðû, à ñ 1963 ïî 1989 ãã. çàâåäîâàë
ýòîé êàôåäðîé. Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò Ë.ß. Êóëèêîâ ÿâëÿëñÿ ïðåäñåäàòå-
ëåì Ñîâåòà ïî ïðèñóæäåíèþ ó÷åíûõ ñòåïåíåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà.

Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ ïðîäîëæàë ðàáîòàòü íà êàôåäðå àëãåáðû â äîëæ-
íîñòè ïðîôåññîðà äî 1996 ãîäà, êîãäà áûë âûíóæäåí îñòàâèòü ðàáîòó ïî
ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ. Ïîñëå òÿæåëîé ïðîäîëæèòåëüíîé áîëåçíè Ë.ß. Êóëè-
êîâ óøåë èç æèçíè 11 ôåâðàëÿ 2001 ãîäà.

Ë.ß. Êóëèêîâ áîëåå 50 ëåò âåë àêòèâíóþ íàó÷íóþ ðàáîòó. Ðåãóëÿðíî
ïîëó÷àÿ íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, îí íå ñòðåìèëñÿ ê áîëüøîìó ÷èñëó
ïóáëèêàöèé, ÷àñòî ëèøü èçëàãàë èõ íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, âñåñîþçíûõ
è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Ëåîíèäà ßêî-
âëåâè÷à îòëè÷àþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ãëóáèíîé, âñå îíè â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè è âõîäÿò â çîëîòîé ôîíä àëãåáðàè÷åñêîé íàóêè.
Èäåè è ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â íèõ, ëåæàò â îñíîâå ñîâðåìåííîé òåîðèè
àáåëåâûõ ãðóïï.

Îñíîâíûå ïóáëèêàöèè Ë.ß. Êóëèêîâà

[1] Ê òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè // Ìàòåìàòè÷åñêèé
ñáîðíèê. 1941. 9 (51). C. 165�182.

[2] Ê òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè // Ìàòåìàòè÷åñêèé
ñáîðíèê. 1945. 16 (58). C. 129�162.
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[3] Îáîáùåííûå ïðèìàðíûå ãðóïïû, I // Òðóäû Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà. 1952. 1. C. 247�326.

[4] Î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ ãðóïï // Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.
1952. 4. C. 230�275; C. 347�372.

[5] Îáîáùåííûå ïðèìàðíûå ãðóïïû, II // Òðóäû Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà. 1953. 2. C. 85�167.

[6] Î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ îäíîé ñìåøàííîé àáåëåâîé ãðóïïû // Publicatio-
nes mathematicae. Debrecen (Hungaria). 1956. P. 512�516.

[7] Óñëîâèÿ ðàñùåïëÿåìîñòè ñìåøàííîé àáåëåâîé ãðóïïû // Óñïåõè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê. 1958. Ò. 13, � 3(81). C. 247.

[8] Ãðóïïû ðàñøèðåíèé àáåëåâûõ ãðóïï // Òðóäû IV Âñåñîþçíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ñúåçäà. 1964. Ò. 2. (Ëåíèíãðàä) C. 9�11.

[9] Óíèâåðñàëüíî ïîëíûå àáåëåâû ãðóïïû // Òðóäû III Âñåñîþçíîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ñúåçäà. 1965. Ò. 1. (Ìîñêâà) C. 26�28.

[10] Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãðóïïà àáåëåâûõ ðàñøèðåíèé ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé
// Ó÷åíûå çàïèñêè ÌÃÏÈ èì. Â.È. Ëåíèíà. 1971. Ò. 375. Ñ. 41�55.
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Subgroups which admit extensions of homomorphisms

Simion Breaz (Cluj-Napoca, Romania)

In the middle of 20-th century L. Ya. Kulikov proved that every primary
abelian group G has some important pure subgroups called basic subgroups.
These subgroups induce some direct decompositions which can be used to
compute various invariants associated to elements of the group G (the p-height
or the p-indicator associated to an element). We classify by these numerical
invariants the �nite subgroups H of a primary abelian group G for which every
homomorphism or monomorphism of H into G, or every endomorphism of
H, extends to an endomorphism of G. We apply these results to show that
for �nitely generated subgroups of general abelian groups, the extendibility of
monomorphisms implies the extendibility of all homomorphisms. This is a joint
work with Grigore Calugareanu and Phill Schultz.

Problems on structure of �nite quasi�elds

Levchuk V.M. (Krasnoyarsk)

It is well-known that the generalization of �elds with loss of commutativity
gives the construction of the quaternion algebra and G. Frobenius's theorem
on �nite-dimensional real algebras. Weakening of associativity gives also a
transfer of the theorem on alternative algebras,the construction of Cayley�
Dickson algebra and the subject of a semi�eld (or quasitelo, in terms of Kurosh
[1, II.6.1]). Weakening also double-sided distributivity to one-sided one we
obtain a quasi�eld [2], [3].

Closely related problems of the construction and classi�cation of di�erent
classes of �nite non-Desargues translation planes and quasi�elds are being
studied since in �rst of the last century; researches use computer calculations
from 1950-th. It is well-known that semi�eld planes are isomorphic if and only
if their semi�elds are isotopic.

Unlike the �nite �elds, the structure of �nite proper (or not being a �eld)
semi�elds and quasi�eld, even of the small orders, has been little studied [4].
See also [5] and [6].

We introduce the orders of loop elements as a generalization of orders of
group elements. The set of orders of all elements of a loop is called a spectrum.
For any �nite proper quasi�eld S with a loop S∗ = (S \ {0}, ◦) we consider the
following questions.
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(A) Enumerate maximal sub�elds and their possible orders.

(B) Enumerate �nite quasi�elds where the loop S∗ is not singly-generated.
Hypothesis: for any semi�eld (S,+, ◦) the loop S∗ = (S \ {0}, ◦) is one-
generated.

(C)What loop spectrums S∗ of �nite semi�elds and quasi�elds are possible?

The work is supported by Russian Foundation for Basic research, Grant 12-01-00968.
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On groups of period 12

Lytkina D.V., Mazurov V.D. (Novosibirsk)

We study groups of period 12, i.e. groups G in which x12 = 1 for all x ∈ G.

Theorem 1. Let G be a group of period 12.
1. If G contains a subgroup H isomorphic to the alternating group of degree

4 and every two conjugate elements of order 3 in G generate a �nite subgroup,
then O2(H) ≤ O2(G). In particular, G is non-simple.

2. If every three conjugate elements of order 3 in G generate a �nite subgroup,
then G is locally �nite.

3. If every two elements of order 3 in G generate a �nite subgroup, then G
is locally �nite.

As a consequence of Theorem 1 and [1], [2], [3] we obtain the following

Theorem 2. Let G be a group of period 12. Suppose that every subgroup K
of G generated by a pair of elements of order 3 satis�es one of the following
conditions :
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(a) K does not contain elements of order 12;
(b) the order of the product of any two involutions in K is distinct from 6;
(c) the order of the product of any two involutions in K is distinct from 4.
Then G is locally �nite.

The work of the �rst author was supported by Russian Foundation for Basic research,

Grant 13-01-00505, and the SB RAS Program of Integration Projects of Fundamental Research

for the years 2012�2014, Grant 14. The work of the second author was supported by Russian

Science Foundation, Project 14-21-00065.
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Variants of Transitivity for Abelian Groups

Lutz H. Str�ungmann (Mannheim, Germany)

In this talk we discuss recent results about weak transitivity and an old
problem by A.L.S. Corner. Weak transitivity was originally invented for Abelian
groups in a joint work with Brendan Goldsmith. However, the de�nition has
a very categorical nature and can certainly be translated to groups, modules
and many other algebraic structures. An Abelian group G is called weakly
transitive if whenever there are x, y ∈ G and endomorphisms φ, ψ of G such
that φ(x) = y and ψ(y) = x, then there is an automorphism α of G mapping x
onto y. Obviously, the notion was inspired by Kaplansky's traditional notions
of transitivity and full-transitivity for Abelian p-groups. In this talk we will
�rst clarify the connection between the three transitivity notions and give some
examples � for p-groups in the torsion case and for completely decomposable
groups in the torsion-free case. We then show the existence of an Abelian p-
group M such that its square M �M is not weakly transitive. This violates a
previous conjecture that the square of any Abelian p-group has to be weakly
transitive, a claim that was inspired by the fact that an Abelian p-group G is
fully transitive if and only if its square G�G is transitive.
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As a second new concept we introduce the notion of A-except (full-) tran-
sitivity for Abelian p-groups. In analogy to Kaplansky's notion of transitivity
and full transitivity we call an Abelian p-group G A-except (fully-) transitive
if A is a subgroup of G and for any pair of elements x, y ∈ G \ A such that
UG(x) = UG(y) (UG(x) ≤ UG(y)) there is an automorphism (endomorphism)
of G mapping x to y. The main result shows that any abelian p-group G is
pωG-except transitive and pωG-except fully transitive provided the �rst Ulm
subgroup pωG is �nite.

Ãðóïïà Malt âïîëíå ðàçëîæèìîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà

Àãàôîíîâ À.À., Ñåáåëüäèí À.Ì., (Íèæíèé Íîâãîðîä)
Í'Ôàìàðà Êàìàðà (Êîíàêðè, Ãâèíåÿ)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn êëàññ âñåõ âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï

A = A1 � A2 � . . .� An

áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà n. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, êîãäà ãðóïïà

MaltA = Hom(Hom(A, A), A)

ðàâíà íóëþ, èçîìîðôíà ñàìîé ãðóïïå è äðóãèå. Ïîëó÷åíû â ÷àñòíîñòè òà-
êèå ðåçóëüòàòû:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáàÿ ãðóïïà A ∈ Bn ñîäåðæèòñÿ â êà÷åñòâå ïðÿ-
ìîãî ñëàãàåìîãî â ãðóïïå MaltA.

Ñëåäñòâèå. MaltA ̸= 0 äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ãðóïïû A ∈ Bn.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A ∈ Bn. Ãðóïïà MaltA èçîìîðôíà ñàìîé
ãðóïïå A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òèïû ãðóïï Ai, i = 1, . . . , n
ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî áåñêîíå÷íîñòè.

Î ñèñòåìàõ îáðàçóþùèõ äèàãîíàëüíûõ ïîëèãîíîâ

Áàðêîâ È.Â., Êîæóõîâ È.Á. (Ìîñêâà)

Ïðàâûì äèàãîíàëüíûì ïîëèãîíîì íàä ïîëóãðóïïîé S [1] íàçûâàåòñÿ äå-
êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå S×S, íà êîòîðîì äåéñòâèå ïîëóãðóïïû S îïðåäåëåíî
ïðàâèëîì (a, b)s = (as, bs), ãäå a, b, s ∈ S. Ïðàâûé äèàãîíàëüíûé ïîëèãîí
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íàä S îáîçíà÷àåòñÿ (S × S)S. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ëåâûé äèàãîíàëü-
íûé ïîëèãîí è äèàãîíàëüíûé áèïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé S. Ïðàâûì äèàãî-
íàëüíûì ðàíãîì ïîëóãðóïïû S (îáîçíà÷àòåñÿ rdrS) íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øàÿ ìîùíîñòü ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ïîëèãîíà (S × S)S. Àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ ëåâûé äèàãîíàëüíûé ðàíã ldrS è áèäèàãîíàëüíûé ðàíã
bdrS. Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ ýïèãðóïïîé [2], åñëè äëÿ ëþáîãî s ∈ S
íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî sn ∈ GrS, ãäå GrS � ãðóïïîâàÿ ÷àñòü
ïîëóãðóïïû S (ò.å. îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäãðóïï).

Ïðåäëîæåíèå 1. Íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ýïèãðóïïû S òàêîé,
÷òî bdrS = 1.

Ñëåäñòâèå 2. Íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîëóãðóïïû
S òàêîé, ÷òî bdrS = 1.

Òåîðåìà 3. Íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ïîëóãðóïïû S òàêîé, ÷òî ëþ-
áàÿ ïàðà (a, b) ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëå-
ìåíòîì ïðàâîãî äèàãîíàëüíîãî ïîëèãîíà (S × S)S.

Äëÿ äèàãîíàëüíûõ áèïîëèãîíîâ ýòî íåâåðíî.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé ïîëóãðóïïû S ñóùåñòâóåò òàêàÿ íàäïîëóãðóï-
ïà T ⊃ S, ÷òî T 1(x, y)T 1 = T × T ïðè ëþáûõ x, y ∈ T òàêèõ, ÷òî x ̸= y.

Ëèòåðàòóðà

[1] Gallagher P., Ru�skuc N. Finite generation of diagonal acts of some in�nite
semigroups of transformations and relations // Bull. Austral. Math. Soc. 2005.
V. 72. P. 139�146.

[2] Øåâðèí Ë.Í. Ê òåîðèè ýïèãðóïï // Ìàòåì. ñáîðíèê. 1994. Ò. 185, � 8.
Ñ. 129�160.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ
â êðàøåíûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïï Àðòèíà

ýêñòðàáîëüøîãî òèïà

Áåçâåðõíèé Â.Í., Áåçâåðõíÿÿ Í.Á. (Òóëà)

Ãðóïïà Àðòèíà G çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ a1, . . . , an è ñèñòåìîé
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ⟨aiaj⟩mij = ⟨ajai⟩mji, i, j = 1, n, i ̸= j, ãäå
⟨aiaj⟩mij � ñëîâî äëèíû mij, ñîñòîÿùåå èç mij ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ ai è aj,
i ̸= j, mij � ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå Êîêñòåðà:



15

mii = 1, mij > 2, i ̸= j. Äîáàâëÿÿ ê ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû G ñîîòíîøåíèÿ
a2i = 1, i = 1, n, ïîëó÷èì êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Êîêñòåðà, ñîîòâåòñòâó-
þùåé G.

Ïóñòü G � ãðóïïà Àðòèíà ñ îáðàçóþùèìè {a2i = 1, i = 1, n}. Îáîçíà÷èì
÷åðåç NG = ⟨{a2i = 1, i = 1, n}⟩ íîðìàëüíûé äåëèòåëü G, ôàêòîðãðóïïà ïî
êîòîðîìó G/NG = G åñòü ãðóïïà Êîêñòåðà.

Íîðìàëüíûé äåëèòåëü NG ãðóïïû G áóäåì íàçûâàòü ïî àíàëîãèè ñ íîð-
ìàëüíûì äåëèòåëåì NBn+1

ãðóïïû êîñ êðàøåíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
Ãðóïïà Àðòèíà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà, åñëè ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ åé ãðóïïà Êîêñòåðà êîíå÷íà.
Ãðóïïà Àðòèíà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà, åñ-

ëè mij > 3, i, j = 1, n, i ̸= j. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû Àðòèíà ýêñòðà-
áîëüøîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ mij <∞ .

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ãðóïïå G ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþ-
ùèé äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ {wi}, i = 1, n, {vi}, i = 1, n, ýëåìåíòîâ èç
G óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè z ∈ G òàêîå, ÷òî &n

i=1z
−1wiz = vi.

Äëÿ ãðóïï Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà â [2] áûëî äîêàçàíî

Òåîðåìà 1 [2]. Â ãðóïïå Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Òåîðåìà 2 [2]. Ïóñòü G � ãðóïïà Àðòèíà êîíå÷íîãî òèïà, NG � êðà-
øåíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òîãäà â NG ðàçðåøèìà ïðîáëåìà îáîáùåííîé
ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òè-
ïà, NG � êðàøåíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òîãäà â NG ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

Òåîðåìà 3 [3,4]. Â ãðóïïàõ Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà ðàçðåøèìà
ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Òåîðåìà 4 [4]. Â ãðóïïàõ Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà ðàçðåøèìà
ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Òåîðåìà 5 [4]. Â ãðóïïàõ Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà öåíòðàëèçà-
òîð ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ êîíå÷íî ïîðîæäåí, è ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, âûïèñûâàþùèé âñå åãî îáðàçóþùèå.
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â G ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæ-
äåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîé êîíå÷íîïîðîæ-
äåííîé ïîäãðóïïû H < G è ëþáîãî ýëåìåíòà w ∈ G óñòàíîâèòü, w ïðèíàä-
ëåæèò H èëè íå ïðèíàäëåæèò.

Òåîðåìà 6. Â ãðóïïàõ Êîêñòåðà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà ðàçðåøèìà ïðî-
áëåìà âõîæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü {wi}, i = 1, n, {vi}, i = 1, n, � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà è ïóñòü ñóùåñòâóåò
z ∈ G òàêîå, ÷òî &n

i=1z
−1wiz = vi. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé äàííîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â G èìååò âèä FCG({wi}, i = 1, n), ãäå F � êàêîå-òî
ðåøåíèå ñèñòåìû &n

i=1z
−1wiz = vi, CG({wi}, i = 1, n) � öåíòðàëèçàòîð

ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ {wi}, i = 1, n, â ãðóïïå G.

Ëåììà 2. Ïóñòü CG({wi}, i = 1, n) � öåíòðàëèçàòîð ìíîæåñòâà ýëå-
ìåíòîâ {wi}, i = 1, n, â ãðóïïå G, G � ãðóïïà Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî
òèïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âûïèñûâàþùèé îáðàçóþùèå ïîäãðóï-
ïû CG({wi}, i = 1, n)/NG < G/NG = G.
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Î ïîäãðóïïàõ â ãðóïïàõ Àðòèíà ñ äðåâåñíîé
ñòðóêòóðîé

Áåçâåðõíèé Â.Í., Äîáðûíèíà È.Â. (Òóëà)

Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Àðòèíà ñ êîïðåäñòàâëåíèåì

G =
⟨
a1, ..., an | ⟨aiaj⟩mij = ⟨ajai⟩mji, i, j = 1, n, i ̸= j

⟩
,

ãäå ⟨aiaj⟩mij � ñëîâî äëèíû mij, ñîñòîÿùåå èç mij ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ ai
è aj, i ̸= j, mij � ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå Êîêñ-
òåðà: mii = 1,mij > 2, i ̸= j. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïå G êîíå÷-
íûé ãðàô Γ òàêîé, ÷òî âåðøèíàì âñÿêîãî ðåáðà e ãðàôà Γ ñîîòâåòñòâó-
þò îáðàçóþùèå ai è aj, à ñàìîìó ðåáðó e ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå âèäà
⟨aiaj⟩mij = ⟨ajai⟩mji, i ̸= j. Åñëè äàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâî-ãðàôîì, òî
ïîëó÷àåì ãðóïïó Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé [1].

Ãðóïïó Àðòèíà G ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äðå-
âåñíîå ïðîèçâåäåíèå äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Àðòèíà, îáúåäèíåííûõ ïî áåñ-
êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì. Ïðè ýòîì îò ãðàôà Γ ãðóïïû G ïå-
ðåéäåì ê ãðàôó Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíàì ãðàôà Γ ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå ãðóïïû Àðòèíà íà äâóõ îáðàçóþùèõ

Gij =
⟨
ai, aj | ⟨aiaj⟩mij = ⟨ajai⟩mji, i ̸= j

⟩
,

à ðåáðó e, ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå Gij è Gjk, � öèêëè-
÷åñêóþ ïîäãðóïïó ⟨aj⟩.

Ãðóïïû Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé áûëè ââåäåíû Â.Í. Áåçâåðõ-
íèì, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû â íèõ ðàññìàòðèâàëèñü Â.Í. Áåçâåðõíèì
è Î.Þ. Ïëàòîíîâîé (Êàðïîâîé) (ñì. [1]).

Ðàññìîòðèì äâóïîðîæäåííûå ãðóïïû Àðòèíà Gij. Ïóñòü mij = 2, òîãäà
Gij àáåëåâà. Åñëè mij > 3, òî ïîëó÷àåì ãðóïïû Àðòèíà Gij áîëüøîãî òèïà,
èçó÷åííûå Â.Í. Áåçâåðõíèì â ðàáîòå [2]. Ïîêàçàíî:

ïðè mij = 2k + 1 Gij ≃ ⟨x, y;x2k+1 = y2⟩,
ïðè mij = 2k Gij ≃ ⟨t, x; txkt−1 = xk⟩.
Â ðàáîòå [3] àâòîðàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.Ïóñòü H � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Àðòè-
íà G ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî g ∈ G è ëþáîé ïîäãðóï-
ïû Gij, i ̸= j, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî H ∩ gGijg

−1 = E, òîãäà H ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíîé.
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóïï Àðòèíà
ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîé êîíå÷-
íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû H è ïðîèçâîëüíîãî îáðàçóþùåãî ai, i = 1, n,
ãðóïïû Àðòèíà G ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé íàéòè ïåðåñå÷åíèå H ñ öèê-
ëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ⟨ai⟩. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþ-
áîãî ñëîâà v ∈ G, ïðîèçâîëüíîãî îáðàçóþùåãî ai, i = 1, n, è ëþáîé êîíå÷íî
ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû H èç ãðóïïû Àðòèíà G ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé
íàéòè ïåðåñå÷åíèå vH ñ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ⟨ai⟩.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì òåîðåìû 3 èç [4] ([5]).

Òåîðåìà 3.Ïóñòü H � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Àðòè-
íà G ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå H ñ ëþáîé ïîäãðóïïîé,
ñîïðÿæåííîé ⟨ai⟩, i = 1, n, åñòü åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà E. Òîãäà ìîæíî ýô-
ôåêòèâíî âûäåëèòü ñâîáîäíóþ ÷àñòü ïîäãðóïïû H, òî åñòü ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, âûïèñûâàþùèé îáðàçóþùèå ñâîáîäíîé ïîäãðóïïû â H.
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Î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ è êîëüöàõ ýíäîìîðôèçìîâ
àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ

Áëàãîâåùåíñêàÿ Å.À. (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã)

Ðàçâèòèå òåîðèè ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï, êîòîðûå ïî îïðåäå-
ëåíèþ ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðèâåëî ê îïðåäåëåíèþ íîâûõ êëàññîâ ãðóïï è âûâåëî
ðàññóæäåíèÿ çà ðàìêè ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà. Äëÿ êëàññà C0 òàê íàçû-
âàåìûõ ïî÷òè æåñòêèõ (almost rigid) ãðóïï X, ñîäåðæàùèõ âïîëíå ðàç-
ëîæèìûå ãðóïïû A ñ÷åòíîãî ðàíãà â êà÷åñòâå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîäãðóïï ñ êîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ïðèìàðíûìè êîìïîíåíòàìè ôàêòîð-
ãðóïïX/A, áûëà ïîñòðîåíà êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé [1].
Îíà áàçèðóåòñÿ íà ðàñøèðåíèè ïîíÿòèÿ ïî÷òè èçîìîðôèçìà íà ãðóïïû áåñ-
êîíå÷íîãî ðàíãà [1,2]:

Îïðåäåëåíèå 1. ÏóñòüX è Y � àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ. ÒîãäàX
è Y íàçûâàþòñÿ ïî÷òè èçîìîðôíûìè, X ∼=nr Y , åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p ñóùåñòâóþò ìîíîìîðôèçìû Φp : X → Y è Ψp : Y → X, òàêèå ÷òî

1. ãðóïïû Y/XΦp è X/YΨp ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè;

2. (Y/XΦp)p = 0 = (X/YΨp)p;

3. äëÿ ëþáûõ ñåðâàíòíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà X ′ ⊆ X è Y ′ ⊆ Y
ôàêòîðãðóïïû (X ′Φp)

Y
∗ /X

′Φp è (Y ′Ψp)
X
∗ /Y

′Ψp ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè.

Äàëåå, ðàññìîòðåíèå îïðåäåëåííûõ ýïèìîðôíûõ îáðàçîâ ïî÷òè æåñòêèõ
ãðóïï ïîçâîëèëî îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ñôîðìóëèðîâàòü èõ
äëÿ B(1)alr-ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà, ïîñòðîåííûõ â [3] è ñîäåðæàùèõ áåñêî-
íå÷íûå ïðÿìûå ñóììû ñèëüíî íåðàçëîæèìûõ ãðóïï Áàòëåðà ñïåöèàëüíîãî
âèäà â êà÷åñòâå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï c ïåðå÷èñëåííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðãðóïïû:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ãðóïïàX èç êëàññà C0 è íåêîòîðûé íàáîð öåëûõ
÷èñåë (ατ : τ ∈ Tcr(R(X))) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) R(X) =
⊕

i∈ω A
li
i (li ∈ N), ãäå Tcr(R(X)) =

∪
i∈ω Ti � îáúåäèíåíèå

ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ Tcr(Ai) = Ti è rkAi = |Ti| ̸= 2 äëÿ
ëþáûõ i ∈ ω;

(2) äëÿ ëþáûõ i ∈ ω è τ ∈ Ti ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p, òàêîå ÷òî
τ(p) = ∞ è σ(p) ̸= ∞, åñëè σ ̸= τ , σ ∈ Ti;
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(3) åñëè i ∈ ω è |Ti| ̸= 1, òî
∩

τ ̸=σ,τ∈Ti
τ = Z äëÿ ëþáûõ σ ∈ Ti;

(4) åñëè i ∈ ω è |Ti| ̸= 1, òî âñå ατ (τ ∈ Ti) íå äåëÿòñÿ íà p ïðè óñëîâèè
σ(p) = ∞ äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ Ti; åñëè |Ti| = 1, òî ατ = 0, ãäå Ti = {τ};

(5) åñëè i ∈ ω è |Ti| ̸= 1, òî gcd({ατ | τ ̸= σ, τ ∈ Ti}) = 1 äëÿ âñåõ σ ∈ Ti;

(6) |[TX
p ] ∩ Ti| 6 1 äëÿ ëþáûõ p ∈ PX è i ∈ λ;

(7) åñëè i ∈ λ è |[TX
p ] ∩ Ti| = 1 äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ PX , òî gcd(p, ατ) = 1

äëÿ âñåõ τ ∈ Ti;

(8) åñëè i ∈ λ è |[TX
p ] ∩ Ti| = 1, òî τ(p) ̸= ∞ äëÿ âñåõ τ ∈ Ti.

Ïóñòü K =
⊕

i∈ωK
li(Ai) � ïîäãðóïïà â X, îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ðà-

âåíñòâà K(Ai) = ⟨
∑

τ∈Ti
ατaτ⟩ ⊂ Ai =

⊕
τ∈Ti

τaτ . Áóäåì íàçûâàòü

B = X/K ïðàâèëüíîé B(1)alr-ãðóïïîé. Êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ýòèõ ãðóïï
èçîìîðôíû íåêîòîðûì ïîäêîëüöàì êîëåö öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö. Äëÿ íèõ
ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Åñëè B(1)alr-ãðóïïû X è Y ïî÷òè èçîìîðôíû, òî èõ êîëüöà
ýíäîìîðôèçìîâ èçîìîðôíû.

Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèéB(1)alr-ãðóïï
ïðèâîäèò ê àíàëèçó êîëåö öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö îïðåäåëåííîãî âèäà è
ê âîçìîæíîñòè óñòàíîâëåíèÿ èçîìîðôèçìà ìåæäó íèìè êîìáèíàòîðíûìè
ìåòîäàìè íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññà ïî÷òè
æåñòêèõ ãðóïï êîëüöåâîãî òèïà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè êîëüöàìè
ýíäîìîðôèçìîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè èçîìîðôèçìà, äëÿ B(1)alr-ãðóïï íå
ñóùåñòâóåò àíàëîãà ýòîãî ðåçóëüòàòà ââèäó ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ýíäîìîðôèç-
ìîâ öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè, ñêðûâàþùèìè ñòðóêòóðó èõ ðåãóëÿòîðà
R(X)/K.

Ëèòåðàòóðà
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Êîíå÷íûå ãðóïïû ñ õîëëîâûìè ïîäãðóïïàìè Øìèäòà

Âåäåðíèêîâ Â.À., Áàæàíîâà (Äåìèíà) Å.Í. (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü êîíå÷íûå ãðóïïû. Ïðèìåíÿåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ: Zn � öèêëè÷å÷êàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n; Gp � ñè-
ëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G; F (G) è Φ(G) � ñîîòâåòñòâåííî ïîäãðóïïû
Ôèòòèíãà è Ôðàòòèíè ãðóïïûG; Soc(G)� öîêîëü ãðóïïûG; Z(G)� öåíòð
ãðóïïûG; Op(G)� íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïûG; π(n)�
ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ïîñëåäíèé ÷ëåí
âåðõíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ãèïåðöåíòðîì ãðóïïû
G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H(G). Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ õîëëî-
âîé â G, åñëè (|H|, |G : H|) = 1. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè îíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåðàçëîæèìóþ ãðóïïó G íàçîâåì F⟨n,d⟩-ãðóïïîé, åñ-
ëè G = [M ]H, M = Soc(G) = Mp1 ×Mp2 × · · · ×Mps ÿâëÿåòñÿ õîëëîâîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G ïîðÿäêà n, H � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G ïîðÿä-
êà d, MpiHq ëèáî íèëüïîòåíòíà, ëèáî Zq ≤ Hq è MpiZq ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Øìèäòà äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , s è ëþáîãî q ∈ π(d).

Î.Þ. Øìèäò â [1] èññëåäîâàë ñòðîåíèå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, âñå ñîá-
ñòâåííûå ïîäãðóïïû êîòîðûõ íèëüïîòåíòíû. Òàêèå ãðóïïû âïîñëåäñòâèè
ñòàëè íàçûâàòü ãðóïïàìè Øìèäòà. Â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà
Øìèäòà G áèïðèìàðíà, òî åñòü π(G) = {p, q}, ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà Gp

íîðìàëüíà â G, Gq = ⟨x⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ⟨xq⟩ = Oq(G) ≤ Z(G),
|Gp/Φ(Gp)| = pm, ãäå m � ïîêàçàòåëü ÷èñëà p ïî ìîäóëþ q è Gp/Φ(Gp)
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G. Ãðóïïû Øìèäòà íàøëè ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, [2�6]).

Â ðàáîòå [6] èçó÷åíû ñâîéñòâà íåíèëüïîòåíòíîé ãðóïïû G, â êîòîðîé
êàæäàÿ ïîäãðóïïàØìèäòà õîëëîâà. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [6] äîêàçàíî, ÷òî
G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ íèëüïîòåíòíóþ õîëëîâó ïîäãðóïïó H è ôàêòîð-
ãðóïïà G/H ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Â òåîðåìå 1 ïîëó÷åíî ïîëíîå
îïèñàíèå ñòðîåíèÿ òàêèõ ãðóïï.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Â íåíèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G êàæäàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà
õîëëîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G = A1 × A2 × · · · × At ×N,
ãäå t > 0, A1, A2, . . . At, N � íîðìàëüíûå õîëëîâû ïîäãðóïïû ãðóïïû G,
1 ≤ N ≤ F (G), Z(Ai) = Φ(Ai) è Ai/Z(Ai) ÿâëÿåòñÿ F⟨ni,di⟩-ãðóïïîé, ïðè-
÷åì di ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , t.
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Òåîðåìà 2. Åñëè â ãðóïïå G êàæäàÿ íåíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà
õîëëîâà, òî ãðóïïà G äèñïåðñèâíà.
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Êîíå÷íûå ãðóïïû ñ íåèíâàðèàíòíûìè
íåíèëüïîòåíòíûìè ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè

Âåäåðíèêîâ Â.À., ×èæ À.Í. (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü êîíå÷íûå ãðóïïû. Ãðóïïû (ïîäãðóïïû) íàçûâà-
þòñÿ èçîîðäíûìè, åñëè èõ ïîðÿäêè ðàâíû. ÏóñòüM � íåïóñòîå ìíîæåñòâî
âñåõ íåíîðìàëüíûõ íåíèëüïîòåíòíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G.
Ïðèìåíÿåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ∆1(G) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó M; Gp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà
ãðóïïû G; O(G) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G íå÷åòíî-
ãî ïîðÿäêà; O2(G) � íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ôàê-
òîðãðóïïà ïî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì èçîîðä-
íîñòè ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ êëàññàìè èçîîðäíûõ íåíîðìàëüíûõ íåíèëüïîòåíòíûõ ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G. Íåïðèâåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [1].

Â ðàáîòå [2] Ñ.Â. Ïóòèëîâ óñòàíîâèë ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû, ñîäåðæàùåé
òî÷íî îäèí êëàññ èçîîðäíûõ íåíîðìàëüíûõ íåíèëüïîòåíòíûõ ìàêñèìàëü-
íûõ ïîäãðóïï. Â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñ êàæäîé íåíîðìàëüíîé íåíèëüïîòåíò-
íîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå G äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ïðîñòîå
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÷èñëî p. Îäíàêî ýòîìó óñëîâèþ óæå óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûå íåàáåëåâû
ïðîñòûå ãðóïïû. Â òåîðåìå 1 ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ íåðàçðåøè-
ìûõ ãðóïï ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 1. Â íåðàçðåøèìîé ãðóïïå G èíäåêñ êàæäîé íåíîðìàëüíîé
íåíèëüïîòåíòíîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî
p â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà p = 2, O(G)G2 íèëüïîòåíòíà,
O(G) ≤ ∆1(G) è T/F (G) = O2(G/F (G)) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/F (G), èçîìîðôíîé ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
ãðóïï PSL(2, q), q = 2n ± 1 > 5, êðîìå òîãî ïðè q = 7 èëè q = 9 èìå-
åì T/F (G) < G/F (G) è íîðìàëèçàòîðû â G/F (G) ïðÿìûõ ôàêòîðîâ èç
T/F (G) èíäóöèðóþò íà íèõ íååäèíè÷íûå âíåøíèå àâòîìîðôèçìû.

Ñëåäñòâèå ([2, òåîðåìà 1], [3]). Åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò íå áîëåå
îäíîãî êëàññà èçîîðäíûõ íåíîðìàëüíûõ íåíèëüïîòåíòíûõ ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï, òî ãðóïïà G ðàçðåøèìà.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó òåîðåìû 8.11 [1] â íåðàçðåøèìîé ãðóïïå G ñó-
ùåñòâóþò íåíîðìàëüíûå íåíèëüïîòåíòíûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû, à èõ
ïåðåñå÷åíèå ∆1(G) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïîé ãðóïïû G.

Òåîðåìà 2. Íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G èìååò òî÷íî äâà êëàññà èçîîðä-
íûõ íåíîðìàëüíûõ íåíèëüïîòåíòíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàêòîðãðóïïà G/∆1(G) èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþ-
ùèõ ãðóïï:

(1) PSL(2, 7); (2) PGL(2, 7).

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà ñ ïðèìåíåíèåì êëàññèôèêàöèè êî-
íå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Â ðàáîòå [4] Â.À. Áåëîíîãîâûì ïîëó÷åíî ïîëíîå
îïèñàíèå ãðóïï, êîòîðûå èìåþò òî÷íî òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ ìàêñèìàëü-
íûõ ïîäãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà PGL(2, 7) ñîäåðæèò ÷åòûðå êëàññà
ñîïðÿæåííûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï.
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Ñèëüíî íåðàçëîæèìûå p-ëîêàëüíûå ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ ñ êóáè÷åñêèì ïîëåì ðàñùåïëåíèÿ

Âåðøèíà Ñ.Â. (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ Lp(K) êâàçèãîìîìîðôèçìîâ p-ëîêàëüíûõ

ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñ ïîëåì ðàñùåïëåíèÿ K ⊂ Q̂p òàêèì, ÷òî [K : Q] = 3,

ãäå Q̂p � ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Êîëüöî R = K ∩ Ẑp íàçûâàåòñÿ êîëüöîì
ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ãðóïïû A èç êàòåãîðèè Lp(K) [1], åñëè A ⊗Zp

R ÿâëÿåò-

ñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîáîäíîãî è äåëèìîãî R-ìîäóëåé, Ẑp � êîëüöî öåëûõ
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. ×åðåç ∗ îáîçíà÷èì ôóíêòîð äâîéñòâåííîñòè Àðíîëüäà.

Òåîðåìà 1. Íåðàçëîæèìûå îáúåêòû êàòåãîðèè Lp(K), ãäå K � êó-
áè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, èçîìîðôíû ñëåäóþùèì
ãðóïïàì è òîëüêî èì:

1) Zp � ëîêàëèçàöèè êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî
÷èñëà p;

2) Q � àääèòèâíîé ãðóïïå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
3) R � àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà ðàñùåïëåíèÿ;
4) P = R∗ � ãðóïïå äâîéñòâåííîé ïî Àðíîëüäó ãðóïïå R;
5) P/Z∗

p � ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû P = R∗ ïî äâîéñòâåííîé ïîäãðóïïå
Z∗
p.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ 1), 2), 3) è 5) èçîìîðôèçì â êàòåãîðèè Lp(K) ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àáåëåâûõ ãðóïï, à â ñëó÷àå 4) èçîìîðôèçì â êàòåãî-
ðèè Lp(K) ÿâëÿåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìîì àáåëåâûõ ãðóïï. Íåðàçëîæèìûå
îáúåêòû êàòåãîðèè Lp(K), ãäå K � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå Q, èçó÷à-
ëèñü â [1] è [2].

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêàÿ ãðóïïà A êîíå÷íîãî p-ðàíãà rp(A) êàòåãîðèè
Lp(K), ãäå K � êóáè÷åñêîå ðàñøèðåíèå Q, ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ïîäãðóïï, åñëè ðàíã r(A) > 3rp(A).

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ãðóïï A è B èç êàòåãîðèè Lp(K) èçîìîðôèçì èõ
êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ âëå÷åò èçîìîðôèçì ãðóïï A è B â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå èìåþò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ èçîìîðôíûõ ãðóïïå
äâîéñòâåííîé ïî Àðíîëüäó àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà ðàñùåïëåíèÿ R.
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[2] Âåðøèíà Ñ.Â. Ê òåîðåìå Áýðà�Êàïëàíñêîãî äëÿ êâàäðàòè÷íî-ðàçëîæè-
ìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ // ×åáûøåâñêèé ñá. 2014. Ò. 15:1. C. 77�88.

Î ìíîãîîáðàçèÿõ ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíûõ
ïîëóêîëåö

Âå÷òîìîâ Å.Ì., Ïåòðîâ À.À. (Êèðîâ)

Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ⟨S,+, ·⟩ ñ áèíàðíû-
ìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ ·, òàêàÿ, ÷òî ⟨S,+⟩ � êîììóòà-
òèâíàÿ ïîëóãðóïïà, ⟨S, ·⟩ � ïîëóãðóïïà, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíî-
ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí.

Åñëè â ïîëóêîëüöå S ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0, òàêîé, ÷òî x + 0 = x è
x · 0 = 0 = 0 · x äëÿ âñåõ x ∈ S, òî S íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ íóëåì 0.
Íàêîíåö, åñëè ïîëóêîëüöî S îáëàäàåò ýëåìåíòîì 1, íåéòðàëüíûì ïî óìíî-
æåíèþ, òî S íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ åäèíèöåé 1.

Ïîëóêîëüöî ñ òîæäåñòâîì xx = x (x + x = x) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòèâíî èäåìïîòåíòíûì (ñîîòâåòñòâåííî, àääèòèâíî èäåìïîòåíòíûì).
Ïîëóêîëüöî, îäíîâðåìåííî ìóëüòèïëèêàòèâíî è àääèòèâíî èäåìïîòåíòíîå,
íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíûì. Ïîëóêîëüöî ñ òîæäåñòâîì x+y = xy íàçûâà-
åòñÿ ìîíî-ïîëóêîëüöîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóêîëüöî S îáëàäàåò êîí-
ñòàíòíûì ñëîæåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò t ∈ S, òàêîé, ÷òî x+y = t
äëÿ âñåõ x, y ∈ S (ðàâíîñèëüíî, S óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x+ y = u+ v.)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîãîîáðàçèå âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíò-
íûõ ïîëóêîëåö. Äëÿ ïîëóêîëåö S1, . . . , Sn ÷åðåç M(S1, . . . , Sn) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå ïîëóêîëåö, ïîðîæäåííîå ýòèìè ïîëóêîëüöàìè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèåM(S1, . . . , Sn) çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæ-
íûõ òîæäåñòâ, âûïîëíÿåìûõ íà êàæäîì èç ïîëóêîëåö S1, . . . , Sn. Äëÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ V ÷åðåç L(V) îáîçíà÷èì ðåøåòêó âñåõ åãî ïîäìíîãîîáðàçèé.

Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò ðîâíî øåñòü äâóõýëåìåíò-
íûõ ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíûõ ïîëóêîëåö: äâóõýëåìåíòíàÿ öåïü
B = {0, 1}, äâóõýëåìåíòíîå ïîëå Z2 = {0, 1}, äâóõýëåìåíòíîå èäåìïîòåíò-
íîå ìîíî-ïîëóêîëüöî D = {1,∞} ñ åäèíèöåé 1, äâóõýëåìåíòíîå ïîëóêîëüöî
T = {1,∞} c åäèíèöåé 1 è êîíñòàíòíûì ñëîæåíèåì, äâóõýëåìåíòíîå ïîëó-
êîëüöî L ñ òîæäåñòâîì xy = x, äâóõýëåìåíòíîå ïîëóêîëüöî R ñ òîæäåñòâîì
xy = y.

Îáîçíà÷èì N = M(B,Z2,D,T,L,R).
Â ñèëó [1, òåîðåìà 1.1] ïîëó÷àåì
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ðåøåòêà L(M) àòîìíà è èìååò ðîâíî 6 àòîìîâ:
M(B), M(Z2), M(D),M(T ), M(L), M(R).
Ïðåäëîæåíèå 2. Ðåøåòêà L(M) 0-äèñòðèáóòèâíà, òî åñòü äëÿ ëþ-

áûõ ìíîãîîáðàçèé A,B,C ∈ L(M) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

A ∩ C = 0 = B ∩ C ⇒ (A ∨B) ∩ C = 0.

Èç ïðåäëîæåíèé 1, 2 è ðàáîòû [2] âûâîäèòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 3. Ðåøåòêà L(N) ÿâëÿåòñÿ 64-ýëåìåíòíîé áóëåâîé ðå-
øåòêîé.

Çàìå÷àíèå. Â ñòàòüå [3] èçó÷åíî ìíîãîîáðàçèå M(B,Z2,D,T). Ïîêà-
çàíî, ÷òî ðåøåòêà åãî ïîäìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ 16-ýëåìåíòíîé áóëåâîé
ðåøåòêîé, ÷òî âûòåêàåò òàêæå èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëå-
íî, ÷òî â êëàññå ïîëóêîëåö ñ êîììóòàòèâíûì èäåìïîòåíòíûì óìíîæåíèåì
ìíîãîîáðàçèå M(B,Z2,D,T) çàäàåòñÿ îäíèì òîæäåñòâîì

x+ 2xy + yz = x+ 2xz + yz.

Âîïðîñ. Îïðåäåëÿåòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèå N â êëàññåM ñëåäóþùèì òîæ-
äåñòâîì

x+ 2xyx+ yz = x+ 2xzx+ yz?

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ïðîåêò

�1.1375.2014/Ê.
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Îïðåäåëÿåìîñòü ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû ðàíãà 1
ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ

Âèëüäàíîâ Â.Ê. (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâîé ãðóïïû ñâîåé ãðóïïîé
àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóï-
ïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ãðóïï X, åñëè èç Aut(A) ∼= Aut(B), ãäå
B ∈ X, âñÿêèé ðàç ñëåäóåò, ÷òî A ∼= B.

Èçâåñòíî, ÷òî p-ãðóïïû (p > 3) îïðåäåëÿþòñÿ ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîð-
ôèçìîâ â êëàññå p-ãðóïï (ñì. [1]). Ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 íå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñâîèìè ãðóïïàìè àâòîìîðôèçìîâ, îäíàêî äëÿ ïðÿìûõ ñóìì ãðóïï
ðàíãà 1 íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿåìîñòè ãðóï-
ïû ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â íåêîòîðûõ êëàññàõ [2, 3]. Â ðàáîòå [2]
âîïðîñ îïðåäåëÿåìîñòè ãðóïïû ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ, â òîì ÷èñëå è â êëàññå âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç
êðó÷åíèÿ, ïðÿìûå ñëàãàåìûå ðàíãà 1 êîòîðûõ èìåþò èäåìïîòåíòíûå òè-
ïû. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà A áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 èäåìïî-
òåíòíîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå âñåõ
òàêèõ ãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∼= Z. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 èäåìïîòåíòíîãî òèïà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôàêòîð-
íî äåëèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1. Ïîäðîáíåå î ôàêòîðíî äåëèìûõ
ãðóïïàõ ìîæíî óçíàòü â ðàáîòàõ [4, 5]. Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò,
÷òî ñóùåñòâóþò ãðóïïû íå èçîìîðôíûå Z, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîåé
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü A � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ðàíãà 1 è èìååò ñëå-
äóþùóþ êîõàðàêòåðèñòèêó:

cochar(A) = (3, 1, ∞, . . . , ∞, . . .).

Òîãäà ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ôàê-
òîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1.

Ïðèìåð 2. Ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà A ðàíãà 1, çàäàííàÿ êîõàðàêòå-
ðèñòèêîé cochar(A) = (∞, ∞, 1, ∞, . . . , ∞, . . .), îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóï-
ïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1.

Ïóñòü G, H � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû è |G| = pk11 . . . p
ks
s , |H| = pk11 . . . p

kt
t .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G ñëàáî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóï-
ïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, åñëè èçAut(G) ∼= Aut(H),
âñÿêèé ðàç ñëåäóåò, ÷òî s 6 t, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó-
÷àå H ∼= G.

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, C � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó-
÷åíèÿ ðàíãà 1. Îáîçíà÷èì P∞(C) ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë p ∈ P äëÿ
êîòîðûõ pC = C.
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Òåîðåìà. Ïóñòü A � ðàñùåïëÿþùàÿñÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ðàí-
ãà 1. Òîãäà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå ôàê-
òîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1, åñëè è òîëüêî åñëè A = A′ � t(A), ãäå A′ �
ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1, t(A) � êîíå÷íàÿ öèêëè-
÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n = pk11 . . . p

ks
s , ñëàáî îïðåäåëÿþùàÿñÿ ñâîåé ãðóïïîé

àâòîìîðôèçìîâ â êëàññå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï è |P∞(A′)| = s.
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Ïîäîáíûå àáåëåâû p-ãðóïïû

Ãðèíøïîí Ñ.ß., Ãðèíøïîí È.Ý. (Òîìñê)

Â ðÿäå êëàññîâ àáåëåâûõ ãðóïï óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå ïîäîáèÿ ãðóïï.
Òàêîå ïîíÿòèå öåëåñîîáðàçíî ââîäèòü â òåõ êëàññàõ ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ
èìååòñÿ íåêîòîðàÿ åñòåñòâåííàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ (â îáùåì ñëó÷àå íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëíîé). Çàäà÷à î ïîäîáèè ïî÷òè èçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï
ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó îá èçî-
ìîðôèçìå ïî÷òè èçîìîðôíûõ ãðóïï â òåõ ïîäêëàññàõ èññëåäóåìûõ êëàññîâ,
ãäå ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Èçâåñòíà âàæíàÿ ðîëü èíâàðèàíòîâ Óëüìà�Êàïëàíñêîãî â òåîðèè àáå-
ëåâûõ p-ãðóïï. Â ðÿäå êëàññîâ àáåëåâûõ p-ãðóïï îíè îáðàçóþò ïîëíóþ è
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ.

Àáåëåâû p-ãðóïïû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè äëÿ âñÿêîãî öå-
ëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n èõ èíâàðèàíòû Óëüìà�Êàïëàíñêîãî fA(n)
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è fB(n) ðàâíû. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè äâå àáåëåâû p-ãðóïïû èçîìîðôíû, òî
îíè ïîäîáíû. Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî, îäíàêî ñóùåñòâóþò øèðîêèå êëàñ-
ñû àáåëåâûõ p-ãðóïï, â êîòîðûõ ïîäîáèå âëå÷åò èçîìîðôèçì. Îäíèì èç
òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûõ (çàìêíóòûõ) ãðóïï,
èçó÷àâøèéñÿ Ë.ß. Êóëèêîâûì [1].

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïîäîáèè àáåëåâûõ p-ãðóïï èçëîæåíû â [2] è [3].
Ïðè èññëåäîâàíèè àáåëåâûõ p-ãðóïï áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò øèðîêèå

ïîäãðóïïû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîäãðóïïà L àáå-
ëåâîé p-ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ øèðîêîé ïîäãðóïïîé, åñëè L � âïîëíå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A è L + B = A äëÿ ëþáîé áàçèñíîé
ïîäãðóïïû B ãðóïïû A [4, c. 18].

Àáåëåâû p-ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ïî÷òè ïîäîáíûìè ïî øèðîêèì ïîäãðóï-
ïàì, åñëè êàæäàÿ èç íèõ ïîäîáíà øèðîêîé ïîäãðóïïå äðóãîé ãðóïïû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . , an, . . . êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåò-
ñÿ ñèëüíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë i0, i1, . . . , in, . . ., îòëè÷íàÿ îò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ â åñòåñòâåí-
íîì ïîðÿäêå, òàêàÿ ÷òî ïðè k = 0, 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

ak =
ik+1−1∑
i=ik

ai, ïðè÷åì, åñëè i0 = 0 è m � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

íå ÿâëÿþùååñÿ ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i0, i1, . . . , in, . . ., òî ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèÿ am > ℵ0 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè am, am+1, am+2, . . . äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäíà ïàðà íå ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé ÷èñåë [5].

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ýòî îïðåäåëåíèå.

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë

k, 0, 0, k′, k′′, 0, 0, k′, k′′, 0, 0, . . . ,

ãäå k = k′ + k′′, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî çàâèñèìîé;

2) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî çàâèñèìîé;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ, 2γ, γ, λ, γ, λ, . . ., ãäå γ è λ � áåñêîíå÷íûå êàð-
äèíàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì γ > λ, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî çàâèñèìîé.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � àáåëåâà p-ãðóïïà. Âñÿêàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà H,
ïî÷òè ïîäîáíàÿ ãðóïïå G ïî øèðîêèì ïîäãðóïïàì, ïîäîáíà ãðóïïå G òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç òðåõ óñëî-
âèé:
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1) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü ãðóïïû G îãðàíè÷åíà;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî α, ÷òî fG(i) = α
äëÿ âñÿêîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà i;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fG(0), fG(1), . . . , fG(n), . . . íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
çàâèñèìîé.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.Ïóñòü G � ðåäóöèðîâàííàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ p-ãðóïïà. Âñÿ-
êàÿ àáåëåâà ãðóïïà H, ïî÷òè èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G ïî âïîëíå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, ïîäîáíà ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ óñëîâèé:

1) G � îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî α, ÷òî fG(i) = α

äëÿ âñÿêîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà i;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fG(0), fG(1), . . . , fG(n), . . . íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
çàâèñèìîé.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêè ïîëíàÿ p-ãðóïïà èëè ãðóïïà,
ðàçëîæèìàÿ â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï. Âñÿêàÿ àáåëåâà ãðóïïà
H, ïî÷òè èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G ïî âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóï-
ïàì, èçîìîðôíà ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò
îäíîìó èç òðåõ óñëîâèé 1), 2), 3) ñëåäñòâèÿ 2.
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Îá àääèòèâíûõ ãðóïïàõ óíèâåðñàëüíûõ ëèåâñêè
íèëüïîòåíòíûõ àññîöèàòèâíûõ êîëåö

Äåðÿáèíà Ã.Ñ. (Ìîñêâà), Êðàñèëüíèêîâ À.Í. (Áðàçèëèà, Áðàçèëèÿ)

Ïóñòü A � ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä K. Ïîëîæèì
L1 = A, Ln+1 = [Ln, A] äëÿ n > 0. Òîãäà L1 > L2 > L3 > . . . � íèæ-
íèé öåíòðàëüíûé ðÿä àëãåáðû A, ðàññìàòðèâàåìîé êàê àëãåáðà Ëè.

Ïåðâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ôàêòîðàõ Ln/Ln+1 ïðè K = C áûëè
ïîëó÷åíû â [3]. Äëÿ K = Z ôàêòîðû Ln/Ln+1 è ñâÿçàííûå ñ íèìè ôàêòîðû
Mn/Mn+1, ãäå Mn = ALnA = ALn, âïåðâûå èçó÷àëèñü â [1]. Îòìåòèì, ÷òî
A/Mn+1 ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ëèåâñêè íèëüïîòåíòíûì àññîöèàòèâíûì
êîëüöîì êëàññà n.

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà ôàêòîðêîëüöà A/M3 ñâî-
áîäíàÿ àáåëåâà. Â [2,4] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ A/M4 ýòî íå òàê.

Òåîðåìà ([2,4]). Ïðè K = Z àääèòèâíàÿ ãðóïïà ôàêòîðêîëüöà A/M4

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé B � C ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû B è ýëåìåí-
òàðíîé àáåëåâîé 3-ãðóïïû C.

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü I � äâóñòîðîííèé èäåàë â A, ïîðîæäåííûé L4 è
âñåìè ýëåìåíòàìè [a1, a2]

[
[a3, a4], a5

]
(ai ∈ A). Òîãäà C = I/M4, à ãðóïïà

B èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå ôàêòîðêîëüöà A/I.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü x1, . . . , x5 � ðàçëè÷íûå ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå
êîëüöà A. Òîãäà

[
x1
[
[x2, x3], x4

]
, x5

]
+ L4 � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 â L3/L4.
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Ðåøåòêà âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï
êîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû

Êåìîêëèäçå Ò.Ã. (Êóòàèñè, Ãðóçèÿ)

Ðåäóöèðîâàííàÿ êîïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
A = T • � C, ãäå T • = Ext (Q/Z, T ) êîïåðèîäè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ãðóïïû
T � ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ãðóïïû A, à C � àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ
ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Èçó÷åíèå ðåøåòêè âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîä-
ãðóïï ãðóïïû T • àêòóàëüíî òàê êàê ýíäîìîðôèçìû ãðóïïû T • îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè ãðóïïû T è èçâåñòíî ÷òî â ñìåøàííîé
ãðóïïå A êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ E(A) èçîìîðôíî êîëüöó ýíäîìîðôèçìîâ
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè E(tA) òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà A âïîëíå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà êîïåðèîäè÷åñêîé îáîëî÷êè (tA)•.

Ë.ß. Êóëèêîâ ââåë ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêè ïîëíîé ãðóïïû T . Å¼ êîïå-
ðèîäè÷åñêàÿ îáîëî÷êà T • àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà. Â ðàáîòå [1]
À. Ìàäåð äîêàçàë ÷òî T • âïîëíå òðàíçèòèâíî è ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðîâ
îïèñàë ðåøåòêó âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû T •. Åñ-
ëè T ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ p-ãðóïï òî êàê ïîêàçàëà À.È. Ìîñêàëåíêî
(ñì. [2]) T • îïÿòü âïîëíå òðàíçèòèâíî è ðåøåòêà ôèëüòðîâ èíäèêàòîðîâ
îïèñûâàåò ðåøåòêó âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû T •.
Àâòîðîì â ñòàòüå [3] áûëî ïîêàçàíî ÷òî åñëè T áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà
ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûõ p-ãðóïï òî êîïåðèîäè÷åñêàÿ îáîëî÷êà T • íå âïîëíå
òðàíçèòèâíî è ïîëóðåøåòêó èíäèêàòîðîâ íåëüçÿ ïðèìåíèòü äëÿ îïèñàíèÿ
ðåøåòêè âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû. Ñ ýòîé öåëüþ
ââîäèòñÿ íîâàÿ ïîëóðåøåòêà Ω ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ ðåøåòêà âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû
T • (ñì. [4]). Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âîïðîñ î âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñòè÷å-
ñêèõ ïîäãðóïïàõ ðåäóöèðîâàííîé êîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû.
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Î ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû ñ çàäàííûìè
èíäåêñàìè 2-ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï

Êíÿãèíà Â.Í., Ìîíàõîâ Â.Ñ. (Ãîìåëü, Áåëàðóñü)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. ×åðåç P è N îáîçíà÷àþòñÿ
ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ôèêñèðîâàííî-
ãî t ∈ N ïóñòü Pt = {pi | ∀p ∈ P, ∀i 6 t, i ∈ N ∪ {0}}. Íàïîìíèì,
÷òî ïðèìàðíûì íàçûâàþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-
íîé ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Åäèíèöó òàêæå óäîáíî ñ÷èòàòü
ïðèìàðíûì ÷èñëîì. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðèìàðíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ P∞.
Óñëîâèìñÿ, ÷òî T � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèþ: åñëè t ∈ T, òî T ñîäåðæèò âñå
íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà t.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. ÏîäãðóïïàH íàçûâàåòñÿ T-ñóáíîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïîäãðóïï

H = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hn = G (1)

òàêàÿ, ÷òî |Hi : Hi−1| ∈ T äëÿ âñåõ i.
Åñëè T ñîâïàäàåò ñ P, ïîëó÷àåì ïîíÿòèå P-ñóáíîðìàëüíîñòè, âïåðâûå

ââåäåííîå â [1]. Â ðàáîòàõ [1�5] èçó÷àëèñü ãðóïïû ñ P-ñóáíîðìàëüíûìè
ïðèìàðíûìè ïîäãðóïïàìè. Â [6] áåç èñïîëüçîâàíèÿ êëàññèôèêàöèè êîíå÷-
íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü êîíå÷íîé ãðóïïû G = AB

ïðè óñëîâèè, ÷òî A è B ðàçðåøèìû è P2-ñóáíîðìàëüíû â G.
Ïîíÿòíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M T-ñóáíîðìàëüíà â ãðóïïå G

â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà |G : M | ∈ T. Åñëè U � íå ìàêñèìàëüíàÿ T-
ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è U ≤ V ≤ G, òî ïîäãðóïïà V ìîæåò
áûòü íå T-ñóáíîðìàëüíîé. Íàïðèìåð, â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4 ñòå-
ïåíè 4 åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà P-ñóáíîðìàëüíà, à ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 3 íå
P-ñóáíîðìàëüíà, íî P2-ñóáíîðìàëüíà.

Ïî òåîðåìå Õóïïåðòà ãðóïïà ñ P-ñóáíîðìàëüíûìè ìàêñèìàëüíûìè ïîä-
ãðóïïàìè ñâåðõðàçðåøèìà. Ïóñòü K � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ â G ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé â M , òî K íàçûâàåòñÿ 2-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G. Ãðóïïà, ó êîòîðîé âñå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû P-ñóáíîðìàëüíû,
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ìîæåò áûòü íåñâåðõðàçðåøèìîé. Òàêèå ãðóïïû èçó÷åíû â [2], [4], ãäå, â
÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà ëþáàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
P-ñóáíîðìàëüíà, êîãäà Φ(GU) = 1 è êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ â G ïîäãðóïïà
ñâåðõðàçðåøèìà.

Çäåñü GU � íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ â G ïîäãðóïïà, ôàêòîðãðóïïà ïî
êîòîðîé ñâåðõðàçðåøèìà, à Φ(GU) � åå ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ýòîé òåìàòèêè áóäåò èçó÷åíèå ãðóïï ñ P∞-ñóá-
íîðìàëüíûìè 2-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó [7], äî-
êàçàòåëüñòâî êîòîðîé îñíîâûâàåòñÿ íà êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ
ãðóïï, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðóïïå G âñå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû T-ñóáíîð-
ìàëüíû. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè T = P∞ è π = P \ {2, 3, 7}, òî G π-ðàçðåøèìà;
2) åñëè T ⊆ P∞ è |T ∩ {7, 8}| < 2, òî G ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè â ãðóïïå G êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà P2-
ñóáíîðìàëüíà, òî G ðàçðåøèìà.
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Àáåëåâû afi-ãðóïïû

Êîìïàíöåâà Å.È. (Ìîñêâà)

Âñå ãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå, àáåëåâû, è ñëîâî ¾ãðóïïà¿ âåçäå
â äàëüíåéøåì îçíà÷àåò ¾àáåëåâà ãðóïïà¿. Êîëüöîì íà ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ
ëþáîå êîëüöî, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ G. Ïîä àáñîëþò-
íûì èäåàëîì ãðóïïû G ïîíèìàåòñÿ åå ïîäãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ èäåàëîì
â ëþáîì êîëüöå íà G. Èçó÷åíèþ àáñîëþòíûõ èäåàëîâ ãðóïï ïîñâÿùåíû
ðàáîòû Ë. Ôóêñà, Å. Ôðèäà, Ê. Ìàêëèíà, À.Ð. ×åõëîâà è äð. Ïîñêîëüêó
âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè èäåàëàìè,
â [1] ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ãðóïï, â êîòîðûõ íåò äðóãèõ àáñî-
ëþòíûõ èäåàëîâ, êðîìå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Òàêèå ãðóï-
ïû íàçûâàþòñÿ afi-ãðóïïàìè. Â [2] îïèñàíû afi-ãðóïïû â êëàññå âïîëíå
òðàíçèòèâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ afi-ãðóïï íå çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî âçÿòèÿ ïðÿìûõ ñóìì è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Îäíàêî ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Åñëè afi-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ âïîëíå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäãðóïï, òî êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ afi-ãðóïïîé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷íî-
ñòè ñëàãàåìûõ â òåîðåìå 1 ñóùåñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Z � àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà ãðóïïà
A⊕ Z ÿâëÿåòñÿ afi-ãðóïïîé äëÿ ëþáîé ãðóïïû A.
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Ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë

ãðóïïû 2E6(2)

Êîíäðàòüåâ À.Ñ. (Åêàòåðèíáóðã)

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(G) ñïåêòð ãðóïïû G,
ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâ åå ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî ω(G) îïðåäåëÿåò
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ãðàô ïðîñòûõ ÷èñåë (èëè ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ) Γ(G) ãðóïïû G, â êî-
òîðîì âåðøèíàìè ñëóæàò ïðîñòûå äåëèòåëè ïîðÿäêà ãðóïïû G è äâå ðàç-
ëè÷íûå âåðøèíû p è q ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pq ∈ ω(G).
Îáîçíà÷èì ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà Γ(G) ÷åðåç s(G).

Îáùåå ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë
äàåòñÿ òåîðåìîé Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ (ñì. [6]). Êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëåâû
ãðóïïû ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë îïèñàíû â ðàáîòàõ Óèëüÿì-
ñà [6] è àâòîðà [3]. Ðåçóëüòàòû î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ íàøëè áîëüøîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ãðóïï.

Â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ñëîæèëîñü è äèíàìè÷íî ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâ-
ëåíèå èññëåäîâàíèé ðàñïîçíàâàåìîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï ïî ñïåêòðó (ñì. îá-
çîð Â.Ä. Ìàçóðîâà [5]) èëè ïî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàâàåìîé ïî
ñïåêòðó (ñîîòâåòñòâåííî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë), åñëè îíà îïðåäåëÿåòñÿ â
êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï ñâîèì ñïåêòðîì (ñîîòâåòñòâåííî ãðàôîì ïðîñòûõ
÷èñåë) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïåðâûé íåîáõîäèìûé ýòàï ðåøåíèÿ âîïðîñà ðàñïîçíàâàåìîñòè êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï ïî ñïåêòðó èëè ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë çàêëþ÷àåòñÿ â äîêà-
çàòåëüñòâå óñëîâèÿ êâàçèðàñïîçíàâàåìîñòè (êîòîðîå áûëî ââåäåíî àâòîðîì
â 2001 ã.), áîëåå ñëàáîãî, ÷åì ðàñïîçíàâàåìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2.Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà P íàçûâàåòñÿ êâà-
çèðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåêòðó (ñîîòâåòñòâåííî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë), åñ-
ëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà G c óñëîâèåì ω(G) = ω(P ) (ñîîòâåòñòâåííî
Γ(G) = Γ(P )) èìååò åäèíñòâåííûé íåàáåëåâ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð è
ýòîò ôàêòîð èçîìîðôåí P .

Â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà [4] áûëî çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî ðàñïîçíà-
âàåìîñòè ñïåêòðó êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ãðàô Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ êî-
òîðûõ èìååò ïî êðàéíåé ìåðå òðè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì
ãðóïïû A6. Òåì ñàìûì áûë äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ñîîòâåòñòâóþùèé
âîïðîñ Â.Ä. Ìàçóðîâà èç [5].

Â ðàáîòàõ À.Â. Çàâàðíèöèíà [1] è [2] áûëà äîêàçàíà ðàñïîçíàâàåìîñòü
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ïî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûé èìååò ïî êðàé-
íåé ìåðå ïÿòü êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû äåëàåì øàã â ðåøåíèè ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàåìîñòè
ïî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïG, äëÿ êîòîðûõ s(G) = 4.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà. Ïðîñòàÿ ãðóïïà 2E6(2) ðàñïîçíàâàåìà ïî ãðàôó ïðîñòûõ ÷è-
ñåë.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-01-00469), ïðîãðàì-

ìû Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ (ïðîåêò 12-Ò-1-1003), ïðîãðàìì ñîâìåñòíûõ

èññëåäîâàíèé ÓðÎ ÐÀÍ ñ ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò 12-Ñ-1-1018) è ÍÀÍ Áåëàðóñè (ïðîåêò 12-

Ñ-1-1009) è â ðàìêàõ ïðîåêòà ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè (ñîãëàøåíèå ìåæäó

Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è Óðàëüñêèì ôåäåðàëüíûì

óíèâåðñèòåòîì îò 27.08.2013, �02.A03.21.0006).
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Îðòîãîíàëüíûå ìîäóëè äâîéñòâåííûõ ãðóïï

Êîñòðîìèíà Þ.Â. (Ðÿçàíü)

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà r. Ìàêñèìàëü-
íóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ x1, x2, ..., xr ãðóïïû G áóäåì
íàçûâàòü åå áàçèñîì.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû Ìàëüöåâà äëÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ãðóïï,
ââåäåííûõ Ð. Óîðôèëäîì [2].

×åðåç R(G) îáîçíà÷èì ïîäêîëüöî ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ïîðîæ-
äåííîå ÷èñëàìè 1 è p−1 äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p, òàêèõ ÷òî pG = G. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Gp = G � Qp, ãäå Qp � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè
êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ p.



38

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîä-
íîé íàä R(G), åñëè Gp ñâîáîäíà (êàê Qp-ìîäóëü) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p ñî
ñâîéñòâîì pG ̸= G.

Äëÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ãðóïï p-ìàòðèöû Ìàëüöåâà [6] óñòðîåíû îñî-
áåííî ïðîñòî: èõ ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ñòåïåíè
ïðîñòîãî ÷èñëà.

A =


1 n12 ... n1r
0 1 ... n2r
. . . . . . . . . . . . . .

0 0 ... 1


∈ Zpα1

∈ Zpα2

. . . . . . .

∈ Zpαr

,

Òàêæå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû Ìàëüöåâà äëÿ ôàêòîðíî äåëèìûõ
ãðóïï, ââåäåííûõ Ð. Áüþìîíòîì è Ð. Ïèðñîì [1].

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðíî äåëè-
ìîé, åñëè îíà ñîäåðæèò òàêóþ ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó F êîíå÷íîãî ðàíãà,
÷òî G/F � äåëèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà.

p-ìàòðèöà ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû èìååò âèä:

A =


1 0 ... 0 â11 â12 ... â1n
0 1 ... 0 â21 â22 ... â2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 ... 1 âm1 âm2 ... âmn


∈ Ẑp

∈ Ẑp

. . . . .

∈ Ẑp

Çäåñü Ẑp � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ p-ìàòðè-
öà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, íî òàê êàê ïîñëåäíèå n ñòðîê íóëåâûå, ìû èõ
îïóñêàåì èç ðàññìîòðåíèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó ãîìîìîðôèçìîâ Hom(G,R), ãäå G � ãðóïïà
áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì x1, . . . , xr, R �
ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1. Ãðóïïà Hom(G,R) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé
ãðóïïå G â ñìûñëå Óîðôèëäà [2].

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, 0 6 s ∈ Z, 0 < r ∈ Z, ãäå Z � êîëüöî öåëûõ
÷èñåë. Ðàñcìîòðèì äåêàðòîâó ñòåïåíü M = Zr

ps êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ps. Ýëåìåíòàìè ìîäóëÿ M ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû
(γ1, γ2, . . . , γr), ãäå γi ∈ Zps, i = 1, . . . , r.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü M = Zr
ps, N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M. Ýëåìåíò

c = (γ1, γ2, . . . , γr) ∈ M íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïîäìîäóëþ N, åñëè
γ1β1 + γ2β2 + . . .+ γrβr = 0 äëÿ ëþáîãî b = (β1, β2, . . . , βr) ∈ N.
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Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ îðòîãîíàëüíûõ ïîäìîäóëþ N ÿâëÿåòñÿ Zps-
ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ M. Ýòîò ïîäìîäóëü áóäåì îáîçíà÷àòü N⊥ è íàçûâàòü
îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ìîäóëÿ N.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü G � ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì
x1, x2, . . . , xr, F = ⟨x1, x2, . . . , xr⟩, p � ïðîñòîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî pG ̸= G,
0 6 s ∈ Z,G(ps) � s-é ñëîé ãðóïïûG. Òîãäà ïîäìîäóëüN = G(ps)/F ìîäóëÿ
M = (p−sF )/F ∼= Zr

ps áóäåì íàçûâàòü ps-ìîäóëåì ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî
áàçèñà x1, x2, . . . , xr.

Îïðåäåëåíèå 5 [2]. Ïóñòü τ = [(mp)] � íåêîòîðûé òèï. Ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà G ïðèíàäëåæèò êëàññó Mτ , åñëè G ÿâëÿåòñÿ
p-äåëèìîé äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî p ñ mp = ∞ è OT (G) 6 τ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü As = (bij) (i, j = 1, r) � p-ìàòðèöà s-ãî ñëîÿ
ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî áàçèñà x1, x2, . . . , xr, βij ∈ Zps � êëàññ âû÷åòîâ
ýëåìåíòà ìàòðèöû bij ïî ìîäóëþ ps. Òîãäà ps-ìîäóëü ãðóïïû G îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà x1, x2, . . . , xr ñîâïàäàåò ñ ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ Zr

ps, ïîðîæ-
äåííûì ñòðîêàìè (β11, . . . , β1r), . . . , (βr1, . . . , βrr).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëè âçàèìî
äâîéñòâåííûõ ïî Óîðôèëäó ãðóïï ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü τ = [(mp)] � íåêîòîðûé òèï, R � ãðóïïà ðàíãà 1
òèïà τ òàêàÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà åäèíèöû â R ðàâíà (mp). G � ëîêàëü-
íî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà êëàññà Mτ , x1, x2, . . . , xr � áàçèñ ãðóïïû G, äëÿ êî-
òîðîãî (α

(p)
1 ) 6 (mp). Òîãäà p

mp-ìîäóëè äâîéñòâåííîé â ñìûñëå Óîðôèëäà
ãðóïïû Hom(G,R) îòíîñèòåëüíî äóàëüíîãî áàçèñà x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
r ÿâëÿþò-

ñÿ îðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè pmp-ìîäóëåé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî
áàçèñà x1, x2, . . . , xr äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ñ mp <∞.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü A =

â11 ... â1r
. . . . . . . . . . .
âr1 ... ârr

 ∈ Ẑp

. . . . .

∈ Ẑp

� p-ìàòðèöà ãðóï-

ïûG îòíîñèòåëüíî áàçèñà x1, x2, . . . , xr. ÌîäóëüN íàçûâàåòñÿ p-àäè÷åñêèì
ìîäóëåì ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî áàçèñà x1, x2, . . . , xr, åñëè N ñîâïàäàåò ñ
ïîäìîäóëåì â Ẑr

p, ïîðîæäåííûì ñòðîêàìè (â11, . . . , â1r), . . . , (âr1, . . . , ârr).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëè âçàèìíî
äâîéñòâåííûõ ïî Àðíîëüäó ãðóïï ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà è x1, x2, . . . , xr � åå
áàçèñ. Òîãäà p-àäè÷åñêèå ìîäóëè äâîéñòâåííîé â ñìûñëå Àðíîëüäà ãðóïïû
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G∗ îòíîñèòåëüíî äóàëüíîãî áàçèñà x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
r ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëü-

íûìè äîïîëíåíèÿìè p-àäè÷åñêèõ ìîäóëåé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî áàçèñà
x1, x2, . . . , xr.
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Âû÷èñëåíèÿ â ðåøåòî÷íî K-óïîðÿäî÷åííûõ àëãåáðàõ
Êî÷åòîâà Þ.Â. (Ìîñêâà)

Åñëè A =
⟨
A; +; ·

⟩
� ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì

ïîëåì F , òî ãîâîðÿò (ñì., íàïðèìåð, [2]), ÷òî íà àëãåáðå A îïðåäåëåí ðå-
øåòî÷íûé K-ïîðÿäîê 6, à àëãåáðó A íàä ïîëåì F íàçûâàþò ðåøåòî÷íî
K-óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðîé ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ⟨A; +;6⟩ ÿâëÿåòñÿ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïîé [4];
2) èç a 6 b ñëåäóåò, ÷òî γa 6 γb äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è γ > 0, γ ∈ F ;

3) èç a > 0 ñëåäóåò, ÷òî a+ ab > 0 è a+ ba > 0 äëÿ âñåõ b ∈ A.

Îïðåäåëåíèå òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ áûëî ââåäåíî Â.Ì. Êîïûòîâûì äëÿ
àëãåáð Ëè â ðàáîòå [1]. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûìè ïîëÿìè èçó÷åíèå ñâîéñòâ K-ïîðÿäêà áûëî ïðîäîëæåíî
àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Å.Å. Øèðøîâîé (ñì., íàïðèìåð, [2] è [3]). Â ÷àñòíî-
ñòè, â ðàáîòå [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íå âñå èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ýëåìåí-
òîâ âåêòîðíûõ ðåøåòîê íàä ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ïîëÿìè è ðåøåòî÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö ñïðàâåäëèâû äëÿ K-óïîðÿäî÷åííûõ àëãåáð.
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Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíåé, à òàêæå ìîäóëåé ýëå-
ìåíòîâ â ðåøåòî÷íî K-óïîðÿäî÷åííûõ àëãåáðàõ íàä ðàçëè÷íûìè ïîëÿìè.
Òåîðåìà 1. Â ðåøåòî÷íî K-óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðå A íàä ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì F äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A è γ ∈ F âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà:

|ab| 6 |a| è |ba| 6 |a|;
|γ(ab)| 6 a è |γ(ba)| 6 a äëÿ a > 0;

γ(a ∧ b) 6 γa ∧ γb è γ(a ∨ b) > γa ∨ γb äëÿ γ > 0.

Åñëè ïðè ýòîì ïîðÿäîê ïîëÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ïðè êîòîðîì äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ F

èç ñîîòíîøåíèé αβ > 0 è α > 0, ñëåäóåò, ÷òî β > 0, (∗)

òî äëÿ âñåõ a, b ∈ A è γ ∈ F , γ > 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

γ(a ∧ b) = γa ∧ γb, γ(a ∨ b) = γa ∨ γb è γ|a| = |γa|.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � ðåøåòî÷íî K-óïîðÿäî÷åííàÿ àëãåáðà íàä íà-
ïðàâëåííûì ïîëåì F . Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà γ ∈ F ñóùåñòâóåò
òàêîé ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò α > γ èç F , äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî
|γa| 6 α|a| âåðíî ïðè ëþáîì a ∈ A.

Åñëè æå â íàïðàâëåííîì ïîëå F âûïîëíåíî óñëîâèå (∗), òî äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A è γ ∈ F ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

a ∧ b+ (a ∧ b)c = (a+ ac) ∧ (b+ bc) è a ∨ b+ (a ∨ b)c = (a+ ac) ∨ (b+ bc);

ab ∧ ac 6 a(b ∨ c) 6 ab ∨ ac è ab ∧ ac 6 a(b ∧ c) 6 ab ∨ ac;
γ|ab| 6 a è γ|ba| 6 a ïðè a > 0;

−|ab| 6 |a||b| 6 |ab|.

Ñëåäñòâèå. Â ðåøåòî÷íî K-óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðå Ëè L íàä íàïðàâ-
ëåííûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (∗), äëÿ âñåõ a, b ∈ L âåðíî
ðàâåíñòâî

[a ∧ b, a ∨ b] = |a− b+ [a, b]| − |a− b| = [|a− b|, b].
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Ôîðìàëüíûå ìàòðèöû è èõ îïðåäåëèòåëè

Êðûëîâ Ï.À. (Òîìñê), Òóãàíáàåâ À.À. (Ìîñêâà)

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, M(n,R) � ïîëíîå êîëü-
öî ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä R, n > 2. Îïðåäåëèì äðóãîå óìíîæåíèå ìàò-
ðèö èç M(n,R) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
Σ = {sijk} öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ sijk êîëüöà R, i, j, k = 1, . . . , n, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì

siik = 1 = sikk, sijk · sikℓ = sijℓ · sjkℓ (∗)

äëÿ âñåõ i, j, k, ℓ = 1, . . . , n. Åñëè A = (aij) è B = (bij) � ìàòðèöû èç
M(n,R), òî ïîëîæèì AB = C = (cij), ãäå cij =

∑n
k=1 sikjaikbkj. Îòíîñè-

òåëüíî ýòîãî íîâîãî óìíîæåíèÿ âñå ìàòðèöû îáðàçóþò êîëüöî. Îíî íàçû-
âàåòñÿ êîëüöîì ôîðìàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä êîëüöîì R è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç M(n,R,Σ). Ìíîæåñòâî Σ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ìíîæèòå-
ëåé, à åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè êîëüöà M(n,R,Σ). Åñëè
âñå sijk ðàâíû 1, òî ïîëó÷àåì êîëüöî M(n,R). Ñâîéñòâà êîëåö M(n,R,Σ)
ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñâîéñòâ êîëüöà M(n,R). Ïðè n = 2 êîëüöî
M(n,R,Σ) ââåäåíî â [5], [6]. ÊîëüöàM(n,R,Σ) òàêæå èçó÷àëèñü è èñïîëü-
çîâàëèñü â [2�8].

Çàôèêñèðóåì èíäåêñ ℓ = 1, . . . , n è ïîëîæèì tij = sijℓ äëÿ âñåõ i, j =
1, . . . , n. Îòîáðàæåíèå η : M(n,R,Σ) → M(n,R), (aij) → (tijaij), ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì.

Ñ äàííûì êîëüöîì M(n,R,Σ) ìîæíî ñâÿçàòü íåñêîëüêî ìàòðèö. Èìåí-
íî, ïîëîæèì S = (siji). Çàòåì äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n îáðàçóåì ìàòðè-
öó Sk = (sikj). Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöû S, Sk ìàòðèöàìè ìíîæèòåëåé
êîëüöà M(n,R,Σ). Ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷ î êîëüöàõ ôîðìàëü-
íûõ ìàòðèö M(n,R,Σ).
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(I). Çàäà÷à ðåàëèçàöèè è õàðàêòåðèçàöèè. Ïóñòü äàíû ìàòðèöû
T, T1, . . . , Tn ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç öåíòðà C(R). Ïðè êàêèõ óñëî-
âèÿõ ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ìíîæèòåëåé êàêîãî-ëèáî êîëüöà
M(n,R,Σ)?

(II). Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè. Îïèñàòü êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö
â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåì ìíîæèòåëåé èëè ìàòðèö ìíîæèòåëåé.

(III). Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà. Êîãäà äâå ñèñòåìû ìíîæèòåëåé îïðå-
äåëÿþò èçîìîðôíûå êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö?

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøèòü çàäà÷è (I)�(III) òðóäíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà sijk = 1, ëèáî sijk = s äëÿ âñåõ i, j, k, ãäå s � íåêîòîðûé öåíòðàëüíûé
ýëåìåíò êîëüöà R. Ëþáîå ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç M(n,R, s).

Ñ÷èòàåì, ÷òî äàíî êîëüöîM(n,R, s). Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
s2 ̸= 1 è s2 ̸= s. Â äàëüíåéøåì ñëîâà ¾ìàòðèöà ìíîæèòåëåé¿ îçíà÷àþò
îïðåäåëåííóþ âûøå ìàòðèöó S. Ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû S ñóùåñòâó-
þò îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿ. Íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå äâà
ýëåìåíòà èç òðåõ ìíîæèòåëåé siji, siki, sjkj ðàâíû 1, à òðåòèé ýëåìåíò ðà-
âåí s.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ìàòðèöû ìíîæèòåëåé. Ïóñòü s � íåêî-
òîðûé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò êîëüöà R, ïðè÷åì s2 ̸= 1 è s2 ̸= s. Ïóñòü
T = (tij) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
ðàâíû 1 èëè s, ïðè÷åì ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ñîñòîèò èç åäèíèö, è äëÿ ëþáûõ
òðåõ ýëåìåíòîâ tij, tik, tjk íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå äâà ýëåìåí-
òà èç òðåõ ðàâíû 1, à òðåòèé ýëåìåíò ðàâåí s. Íàçîâåì òàêóþ ìàòðèöó T
ìàòðèöåé ìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T � ìàòðèöà ìíîæèòåëåé. Ñóùåñòâóåò êîëüöî
M(n,R, s), ìàòðèöà ìíîæèòåëåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ T .

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà (III) äëÿ òàêèõ êîëåö ôîðìàëüíûõ
ìàòðèöM(n,R, {sijk}), ÷òî ïðè i ̸= j è j ̸= k êàæäûé ìíîæèòåëü sijk ðàâåí
sm äëÿ íåêîòîðîãî m > 1, ãäå s � ôèêñèðîâàííûé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò
êîëüöà R. Çäåñü ìû îáîçíà÷àåì òàêèå êîëüöà òàêæå ÷åðåç M(n,R, s).

Ïóñòü òåïåðü s è t � äâà íåíóëåâûõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà êîëüöà R.
Íà ýëåìåíòû s è t íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Â
ñëåäóþùåé òåîðåìå Z(R) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ (ëåâûõ èëè ïðàâûõ)
äåëèòåëåé íóëÿ êîëüöà R, J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü R � òàêîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ÷òî Z(R) ⊆
J(R). Êîëüöà M(n,R, s) è M(n,R, t) èçîìîðôíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
t = vα(s), ãäå v � îáðàòèìûé ýëåìåíò â R è α � àâòîìîðôèçì êîëüöà R.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è äàíî íåêîòîðîå êîëüöî M(n,R,Σ).
Ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû â êîëüöå M(n,R,Σ). Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ è îïðåäåëåííîãî âûøå
ãîìîìîðôèçìà η, ëèáî ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ôîðìóëû ïîëíîãî ðàçâåðòû-
âàíèÿ. Òàêèå îïðåäåëèòåëè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, ïîõîæèìè íà ñâîéñòâà
îáû÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì. Âåðíû òàê-
æå àíàëîãè òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè è îäíîãî èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ îá-
ðàòèìîñòè ìàòðèöû. Â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëèòåëè ìàòðèö â êîëüöå
M(n,R,Σ) âñòðå÷àþòñÿ â [1], [2], [3], [8], [9].
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Ãîìîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ôàêòîðíî äåëèìûõ àáåëåâûõ
ãðóïï è èõ ãðóïï õàðàêòåðîâ

Êðþ÷êîâ Í.È. (Ðÿçàíü)

Ïîä ñëîâîì ¾ãðóïïà¿ â äàëüíåéøåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ¾àáåëåâà ãðóïïà¿.
Ïîíÿòèå ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ áûëî ââåäåíî Ð. Áüþ-
ìîíòîì è Ð. Ïèðñîì â 1961 ã. è îáîáùåíî íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ ãðóïï
À.À. Ôîìèíûì è Ó. Óèêëåññîì â 1998 ã., [1].

Ïóñòü T = R/Z. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîé õàðàêòåðîâ ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîé ãðóïïû L íàçûâàåòñÿ ãðóïïà íåïðåðûâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ èç L â
ãðóïïó T, ñíàáæåííàÿ êîìïàêòíî îòêðûòîé òîïîëîãèåé. Ãðóïïà õàðàêòåðîâ
ãðóïïû L îáîçíà÷àåòñÿ L∗.

Îïèñàíû ãðóïïû õàðàêòåðîâ ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï. Äîêàçàíî, ÷òî
êîìïàêòíàÿ ãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé õàðàêòåðîâ ôàêòîðíî äåëèìîé
ãðóïïû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà K ñîäåðæèò âïîëíå íåñâÿçíóþ ïîäãðóï-
ïó áåç êðó÷åíèÿ F , òàêóþ, ÷òî K/F ∼= Tn, n ∈ N è ïðè ýòîì K íå ñî-
äåðæèò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ âïîëíå íåñâÿçíûìè ãðóïïàìè áåç
êðó÷åíèÿ. Ãðóïïû õàðàêòåðîâ ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï íàçûâàþòñÿ ôàê-
òîðíî òîðîèäàëüíûìè. Èçó÷åíû íåêîòîðûå áàçîâûå ñâîéñòâà ôàêòîðíî òî-
ðîèäàëüíûõ ãðóïï.

Hom(c)(L,M) îáîçíà÷àåò ãðóïïó íåïðåðûâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ èç L â
M , P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, tp(A) � p-ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ãðóïïû A, π(A) = {p ∈ P | tp(A) ̸= 0}; ñèìâîëîì q(A)
îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî {p ∈ P | pA ̸= A}; p-ðàíã äèñêðåòíîé ãðóïïû A �
ýòî ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà A/pA íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç p
ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè K � êîìïàêòíàÿ ôàêòîðíî òîðîèäàëüíàÿ ãðóïïà è
A � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ãðóïïà Hom(c)(K,A) èçîìîðôíà
⊕

p∈q(K)∩π(A)

Tor(tp(K
∗), tp(A)), ñëåäîâà-

òåëüíî, ãðóïïà Hom(c)(K,A) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîíå÷íûõ öèê-
ëè÷åñêèõ ãðóïï, ïðè÷åì êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ãðóïïû
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé.

2) Ãðóïïà Hom(c)(K,A) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà |q(K) ∩ π(A)| = ℵ0. Ãðóïïà Hom(c)(K,A) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé
è íåíóëåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 < |q(K) ∩ π(A)| < ℵ0.
Hom(c)(K,A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q(K) ∩ π(A) = ∅.
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3) Hom(c)(A∗, A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ãðóïïà áåç êðó-
÷åíèÿ.

4) Hom(c)(K,A) ∼= Hom(c)(K̃, Â), ãäå Â � Z-àäè÷åñêîå ïîïîëíåíèå A, à
K̃ � ãðóïïà õàðàêòåðîâ Z-àäè÷åñêîãî ïîïîëíåíèÿ ãðóïïû K∗.

Òåîðåìà 2. Åñëè K � êîìïàêòíàÿ ôàêòîðíî òîðîèäàëüíàÿ ãðóïïà,
A � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà, òî ãðóïïà Ext(A,K) ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ãðóïï Ext(A,K) è Ext(K,A), ãäå K
è A ñîîòâåòñòâåííî ôàêòîðíî òîðîèäàëüíàÿ è ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïû.

Äèñêðåòíàÿ ãðóïïà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ext(A,F ) = 0 äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû F â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé Óàéòõåäà.

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, F � ôàêòîðíî äåëè-
ìàÿ ãðóïïà ðàíãà n, òî ãðóïïà Ext(A,F ) èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ãðóï-
ïû (A∗)n (çäåñü ãðóïïà A∗ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé). Åñëè
F � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà, âñå p-ðàíãè êîòîðîé ðàâíû 1, òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû A ãðóïïà Hom(A,F ) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå
ãðóïïû A∗.

Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ñ îáîáùåíèÿìè òåîðèè óç-
êèõ ãðóïï, êîòîðûå áûëè íà÷àòû â ñåðèè çàìå÷àòåëüíûõ ðàáîò Ñ.Â. Ðû÷-
êîâà.
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ëþáûõ äâóõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï H1, H2 èç G óñòàíîâèòü, ñó-
ùåñòâóåò ëè ýëåìåíò z ∈ G òàêîé, ÷òî z−1H1z = H2.

Âïåðâûå ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï áûëà ðàññìîòðåíà â 1967
ãîäó Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâûì â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ íèëüïîòåíò-
íûõ ãðóïï [14]. Äàëåå Ãðèíäëèíãåðîì Ì.Ä. óêàçàíî, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ëþ-
áûå äâå ïîäãðóïïû ðàíãà 2 ñâîáîäíîé ãðóïïû ñîïðÿæåíû â íåé [8]. Äàí-
íûé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí Ìîëäàâàíñêèì Ä.È. íà êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ïîäãðóïïû [13]. Â 1971 ãîäó Áåçâåðõíèì Â.Í. [3] è Ìîëäàâàíñêèì Ä.È.
[12] íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà áûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîä-
ãðóïï äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñîìíîæèòå-
ëÿõ ðàçðåøåíû ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ è ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï; â 1977
ãîäó Áåçâåðõíèì Â.Í. ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ñâîáîä-
íîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé
ïîäãðóïïå [2], â 1983 � â HNN-ðàñøèðåíèè ïî èçîìîðôíûì êîíå÷íûì àññî-
öèèðîâàííûì ïîäãðóïïà [1]. Òàêæå â 1975 ãîäó Áåçâåðõíèé Â.Í. ïîêàçàë,
÷òî â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï, îáúåäèíåííûõ ïî
ïîäãðóïïå ðàíãà 4, ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï íåðàçðåøèìà [6].

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé äåðåâî-ãðàô Γ, êàæäîé åãî âåðøèíå vi ñîîòâåò-
ñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ⟨ai⟩, à åñëè âåðøèíàì íåêîòîðîãî
ðåáðà e ãðàôà Γ ñîîòâåòñòâóþò ïîäãðóïïû ⟨ai⟩ è ⟨aj⟩, òî ñàìîìó ðåáðó ñî-
îòâåòñòâóþò àññîöèèðîâàííûå ïîäãðóïïû ⟨apiji ⟩ = ⟨aqjij ⟩. Òîãäà ãðóïïà GΓ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó Γ, íàçûâàåòñÿ äðåâåñíûì ïðîèçâåäåíèåì öèêëè÷å-
ñêèõ ãðóïï ñ àññîöèèðîâàííûìè öèêëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè.

Êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GΓ èìååò âèä:

GΓ = ⟨
n∏

k=1

∗⟨ak⟩ | a
pij
i = a

qji
j ⟩, |pij|, |qji| > 1, i, j = 1, n, (1)

ãäå ⟨apiji ⟩ è ⟨aqjij ⟩ àññîöèèðîâàííûå ïîäãðóïïû.
Óòâåðæäåíèå 1 [11]. Â ãðóïïå GΓ (1) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåí-

íîñòè ñëîâ.

Ëåììà 1 [8]. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû H < GΓ è
öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ⟨ak⟩, k = 1, n, ãäå ak � îáðàçóþùèé ãðóïïû GΓ,
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âûïèñàòü îáðàçóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ
H ∩ ⟨ak⟩.
Ëåììà 2 [8]. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà v ∈ GΓ è ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íîé ïîäãðóïïû H < GΓ, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü
ïóñòî èëè íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå vH ∩ ⟨ak⟩, ãäå ak ∈ GΓ, k = 1, n.
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Òåîðåìà 1 [10]. Â ãðóïïå GΓ (1) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè
êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï.

Äàëåå ðàññìîòðèìHNN -ðàñøèðåíèå ãðóïïûGΓ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíîé
ïðîõîäíîé áóêâû t:

GΓ = ⟨GΓ, t | relGΓ, t
−1U1t = U−1⟩, (2)

ãäå U1 = ⟨asiji0
⟩, U−1 = ⟨akjij0

⟩, |sij|, |kji| > 1, i, j = 1, n.

Ëåììà 3 [11]. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû H < GΓ è
öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ⟨ak⟩, k = 1, n, ãäå ak � îáðàçóþùèé ãðóïïû GΓ,
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âûïèñàòü îáðàçóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ
H ∩ ⟨ak⟩.
Ëåììà 4 [11]. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà v ∈ GΓ è ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íîé ïîäãðóïïû H < GΓ, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü
ïóñòî èëè íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå vH ∩ ⟨ak⟩, ãäå ak ∈ GΓ, k = 1, n.

Òåîðåìà 2. Â ãðóïïå GΓ (2) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Òåîðåìà 3 [5]. Â ãðóïïå ⟨a, t | t−1amt = an⟩, m, n > 1 ðàçðåøèìà
ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 4. Â ãðóïïå GΓ (2) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè êî-
íå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï.

Ëèòåðàòóðà

[1] Áåçâåðõíèé Â.Í. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â îäíîì
êëàññå HNN-ãðóïï // Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû òåîðèè ãðóïï è ïîëó-
ãðóïï è èõ ïðèëîæåíèå. Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. 1983.
Ñ. 50�80.

[2] Áåçâåðõíèé Â.Í. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ îä-
íîãî êëàññà ãðóïï. I-II // Ñîâðåìåííàÿ àëãåáðà. Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê.
1977. Âûï. 6. C. 16�32.

[3] Áåçâåðõíèé Â.Í. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï äëÿ ñâî-
áîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï // XXI Âñåñîþçíûé àëãåáðàè÷åñêèé êîëëîêâè-
óì. Êèøèíåâ, 1971. Ñ. 9�10.

[4] Áåçâåðõíèé Â.Í. Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï
äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì // Ñáîðíèê
íàó÷íûõ òðóäîâ êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè. Òóëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé
èíñòèòóò. 1975. Âûï. 2. Ñ. 90�95.



49

[5] Áåçâåðõíèé Â.Í., Ëîãà÷åâà Å.Ñ. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîä-
ãðóïï â îäíîì êëàññå HNN-ãðóïï // Èçâåñòèÿ ÒóëÃÓ Ñåðèÿ Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2006. Ò. 12, Âûï. 1. C. 83�101.

[6] Áåçâåðõíèé Â.Í., Ëîãà÷åâà Å.Ñ. Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â äðå-
âåñíîì ïðîèçâåäåíèè ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì // ×å-
áûøåâñêèé ñáîðíèê. 2014. Ò. 15, Âûï. 1. Ñ. 32�44.

[7] Áåçâåðõíèé Â.Í., Ëîãà÷åâà Å.Ñ. Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â
ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñ îáúåäèíåíèåì // ×åáûøåâ-
ñêèé ñáîðíèê. 2012. Ò. 13, Âûï. 1(41). Ñ. 20�46.

[8] Ãðèíäëèíãåð Ì.Ä. Ñîïðÿæåííîñòü ïîäãðóïï ñâîáîäíîé ãðóïïû // Ñè-
áèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 1970. Ò. 11. Ñ. 1178�1180.

[9] Ëîãà÷åâà Å.Ñ. Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â ñâîáîäíîì ïðîèçâå-
äåíèè áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï // Èçâåñòèÿ ÒóëÃÓ, Åñòåñòâåííûå
íàóêè. Òóëà, 2013. Âûï. 2., ×. 1. Ñ. 19�40.

[10] Ëîãà÷åâà Å.Ñ. Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â HNN-ðàñøèðåíèè ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîõîäíûõ áóêâ äðåâåñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. 2014. Ò. 15,
Âûï. 2. Ñ. 50�65.

[11] Ëèíäîí Ð., Øóïï Ï. Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï / Ì.: Ìèð, 1980.

[12] Ìîëäàâàíñêèé Ä.È. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï //
XXI Âñåñîþçíûé àëãåáðàè÷åñêèé êîëëîêâèóì. Êèøèíåâ, 1971. Ñ. 62�63.

[13]Ìîëäàâàíñêèé Ä.È. Ñîïðÿæåííîñòü ïîäãðóïï ñâîáîäíîé ãðóïïû // Àë-
ãåáðà è ëîãèêà. 1969. Ò. 8, � 6. Ñ. 691�694.

[14] Ðåìåñëåííèêîâ Â.Í. Ñîïðÿæåííîñòü ïîäãðóïï â íèëüïîòåíòíûõ ãðóï-
ïàõ // Àëãåáðà è ëîãèêà. 1967. Ò. 6, � 2. Ñ. 61�76.

Àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûå àáåëåâû ãðóïïû ñ
UA-êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ

Ëþáèìöåâ Î.Â. (Íèæíèé Íîâãîðîä)

ÊîëüöîK íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì (UA-êîëüöîì),
åñëè ëþáîé m-èçîìîðôèçì êîëåö K è S (ò.å. èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêà-
òèâíûõ ïîëóãðóïï êîëåö K è S) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçì êîëåö [1]. Àáåëåâó
ãðóïïó A áóäåì íàçûâàòü End-UA-ãðóïïîé, åñëè åå êîëüöî ýíäîìîðôèç-
ìîâ E(A) � UA-êîëüöî. Â ðàáîòå íàéäåíû End-UA-ãðóïïû â êëàññå àë-
ãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Äàëåå ñëîâî ¾ãðóïïà¿ îçíà÷àåò
¾àáåëåâà ãðóïïà¿.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêò-
íûõ End-UA-ãðóïï äîñòàòî÷íî íàéòè p-àäè÷åñêèå àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêò-
íûå End-UA-ãðóïïû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Bp =
⊕
m0

Jp � ∞⊕
k=1

⊕
mk

Zpk � áàçèñíûé ïîäìîäóëü p-

àäè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíîé ãðóïïû Ap. Òîãäà ãðóïïà Ap íå ÿâëÿ-
åòñÿ End-UA-ãðóïïîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî îäíî
èç óñëîâèé:

1) m0 = 1 è mk = 0 ïî÷òè äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . .;

2) m0 = 0 è mk = 0 ïî÷òè äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . Ïðè ýòîì, åñëè p ̸= 2, 3
è k∗ � íàèáîëüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî mk∗ ̸= 0, òî mk∗ = 1. Åñëè
p = 2 èëè p = 3, òî mk∗ = 1 äëÿ k∗ ̸= 1.

Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ p-ãðóïïà èìååò åäèíñòâåííîå öèêëè÷åñêîå ïðÿìîå
ñëàãàåìîå Zpk ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Ñëåäóÿ [2], ïîäãðóïïó Zpk ( ̸= Z2, Z3)
íàçîâåì èçîëèðîâàííûì ñëàãàåìûì. Ðåäóöèðîâàííóþ ÷àñòü ãðóïïû îáîçíà-
÷èì ÷åðåç R (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî R ̸= 0). Ñëåäóþùèå òåîðåìû îïèñûâàþò
íåðåäóöèðîâàííûå àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûå End-UA-ãðóïïû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A = Dt � R � àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà,
ãäå Dt � íåíóëåâàÿ äåëèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà A íå ÿâëÿåòñÿ
End-UA-ãðóïïîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ñóùåñòâóåò q /∈ suppDt, òàêîå ÷òî q-àäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà Rq

ãðóïïû R åñòü îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà, èìåþùàÿ èçîëèðîâàííîå ñëà-
ãàåìîå;

2) R � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà è Dq = Zq∞ äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ P .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A = Df � R � àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà,
ãäå 0 ̸= Df � äåëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Ãðóïïà A íå ÿâëÿåòñÿ End-
UA-ãðóïïîé â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1) íàéäåòñÿ q-àäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû R, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííîé ãðóïïîé ñ èçîëèðîâàííûì ñëàãàåìûì;

2) R � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà è Df = Q.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü A = Df � Dt � R � àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ
ãðóïïà, ãäå 0 ̸= Df � äåëèìàÿ ÷àñòü áåç êðó÷åíèÿ, 0 ̸= Dt � äåëèìàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ãðóïïà A íå ÿâëÿåòñÿ End-UA-ãðóïïîé â òî÷íî-
ñòè òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ q /∈ suppDt, òàêîå ÷òî Rq åñòü îãðàíè÷åííàÿ
ãðóïïà ñ èçîëèðîâàííûì ñëàãàåìûì.

Òåîðåìà 5. Äåëèìàÿ ãðóïïà A íå ÿâëÿåòñÿ End-UA-ãðóïïîé â òî÷íî-
ñòè òîãäà, êîãäà A ∼= Q èëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé õîòÿ
áû îäíà p-êîìïîíåíòà èçîìîðôíà ãðóïïå Zp∞.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì òîò ëþáîïûòíûé ôàêò, ÷òî êëàññ àëãåáðàè÷åñêè
êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ End-UA-ãðóïï ñîâïàäàåò ñ êëàññîì îáîáùåííî ýí-
äîïðèìàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï [3], êðîìå òðè-
âèàëüíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ãðóïïà èçîìîðôíà Z2 èëè Z3.
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UA-ñâîéñòâà ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûìè
íåòåðîâûìè êîëüöàìè

Ëþáèìöåâ Î.Â. (Íèæíèé Íîâãîðîä), ×èñòÿêîâ Ä.Ñ. (Ìîñêâà)

ÊîëüöîK íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì (UA-êîëüöîì),
åñëè ëþáîé m-èçîìîðôèçì êîëåö K è S (ò.å. èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûõ ïîëóãðóïï êîëåö K è S) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçì êîëåö [1]. R-ìîäóëü A
íàçîâåì End-UA-ìîäóëåì, åñëè åãî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ EndR(A) åñòü
UA-êîëüöî. Äàëåå, ïóñòü A, B � ëåâûå R-ìîäóëè è

MR(A,B) = {f : A→ B | f(ra) = rf(a), r ∈ R, a ∈ A}.

R-ìîäóëüA íàçûâàåòñÿìîäóëåì ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì (UA-ìîäóëåì),
åñëè âñå áèåêöèè â MR(A,B) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè äëÿ êàæäîãî R-
ìîäóëÿ B [2]. Ìíîæåñòâî MR(A,A) = MR(A) îáðàçóåò ïî÷òèêîëüöî îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé. R-ìîäóëü A
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íàçûâàåòñÿ n-ýíäîìîðôíûì, åñëè MR(A
n) = EndR(A

n). Â ñëó÷àå, êîãäà
äàííîå ðàâåíñòâî âåðíî ïðè âñåõ n ∈ N, ìîäóëü A íàçîâåì ýíäîìîðôíûì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè R-ìîäóëü A ÿâëÿåòñÿ n-ýíäîìîðôíûì äëÿ íåêî-
òîðîãî n > 1, òî A � UA-ìîäóëü íàä R.

Â òåîðåìàõ 2, 3 è 4 êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì äèñ-
êðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M = B � D, ãäå B � îãðàíè÷åííûé, à D ̸= 0 �
äåëèìûé R-ìîäóëü. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M � End-UA-ìîäóëü;

2) M � ýíäîìîðôíûé EndR(M)-ìîäóëü;

3) D ̸= R(p∞).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M � R-ìîäóëü, èìåþùèé íåîãðàíè÷åííûé áàçèñ-
íûé ïîäìîäóëü. Òîãäà

1) M ÿâëÿåòñÿ End-UA-ìîäóëåì;

2) M ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíûì EndR(M)-ìîäóëåì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü M � îãðàíè÷åííûé R-ìîäóëü, exp M = n. Åñëè M
ñîäåðæèò ïîäìîäóëü R(pn)�R(pn), òî M ÿâëÿåòñÿ End-UA-ìîäóëåì è
ýíäîìîðôíûì EndR(M)-ìîäóëåì.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýíäîìîðôíûõ EndR(M)-ìîäóëåé âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå.

Êðîìå òîãî, ìû èññëåäóåì ýíäîìîðôíûå ìîäóëè íàä ñòðóêòóðíûì ïó÷-
êîì OX êîëåö, ãäå R � êîììóòàòèâíîå íåòåðîâî êîëüöî è X = Spec(R)
(ñì., íàïðèìåð, [3]). Ïðîñòîé èäåàë P â R íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì
ïðîñòûì èäåàëîì â A, P ∈ Ass(A), åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A, òà-
êîé ÷òî P = AnnR(a). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
Ass(A) ÷åðåç Max-Ass(A). Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå íåòåðîâî êîëüöî è
A � êîíå÷íîïîðîæäåíííûé R-ìîäóëü. Ñîîòâåòñòâóþùèé OX-ìîäóëü îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ã.

Òåîðåìà 4. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) MR(A) = EndR(A);

2) MOX
(Ã) = EndOX

(Ã);
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3) AQ � öèêëè÷åñêèé RQ-ìîäóëü äëÿ âñåõ Q ∈Max-Ass(A).

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè OX-ìîäóëü Ã ÿâëÿåòñÿ n-ýíäîìîðôíûì, òî n = 1.

Âòîðîé àâòîð ïîääåðæàí ñîâìåñòíîé ïðîãðàììîé ¾Ìèõàèë Ëîìîíîñîâ, III¿ Ìèíè-

ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è DAAD: íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-

ñêèå ñòèïåíäèè è íàó÷íûå ñòàæèðîâêè (Michail Lomonosov III �� Forschungsstipendien

und Aufenthalte).
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Ñìåøàííûå àáåëåâû ãðóïïû ñ èçîìîðôíûìè
ïîëóãðóïïàìè ýíäîìîðôèçìîâ

Ëþáèìöåâ Î.Â. (Íèæíèé Íîâãîðîä), ×èñòÿêîâ Ä.Ñ. (Ìîñêâà)

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áýðà�Êàïëàíñêîãî, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èç
èçîìîðôèçìà êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï ñëåäó-
åò èçîìîðôèçì ñàìèõ ãðóïï, îïðåäåëèëà öåëîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè àáå-
ëåâûõ ãðóïï, çàíèìàþùååñÿ ïðîáëåìîé èçîìîðôèçìà è ðåàëèçàöèè (äðó-
ãîå íàçâàíèå � ïðîáëåìà îïðåäåëÿåìîñòè). Ìíîãèå ñïåöèàëèñòû ñòàâè-
ëè àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó äëÿ ãðóïï è ïîëóãðóïï ýíäîìîðôèçìîâ, âàðüè-
ðóÿ ÷àñòî ñàìó ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Àâòîðàì óäàëîñü îáîáùèòü òåîðåìó
Ìýÿ�Òóáàññè (ñì. [1]) íà ñëó÷àé ïîëóãðóïï ýíäîìîðôèçìîâ. Ïðèâåäåì èñ-
ïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ: E•(G) � ïîëóãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G;
T (G) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû G; åñëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà,
òî supp(A) = {p | Ap ̸= 0}; Jp � ãðóïïà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïîä
ñëîâîì ¾ãðóïïà¿ ïîíèìàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � äåëèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà è ïóñòü
E•(A) ∼= E•(B) äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû B. Òîãäà B íå ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé
ãðóïïîé.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ ðåäóöèðîâàííîé ïåðèîäè÷åñêîé
÷àñòüþ T (G), íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ èçîìîðôíûõ ãðóïïå Jp.
Åñëè E•(G) ∼= E•(H), òî T (G) ∼= T (H) äëÿ ëþáîé ãðóïïû H.

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ïåðèîäè÷å-
ñêèå ÷àñòè T (G) è T (H) ãðóïï G è H ðåäóöèðîâàíû, òî èç E•(G) ∼= E•(H)
ñëåäóåò T (G) ∼= T (H).

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, âñå p-êîìïîíåíòû
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ãðóïïàìè, è E•(A) ∼= E•(B) äëÿ íåêî-
òîðîé ãðóïïû B, òî E(A) ∼= E(B).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü G è H � àáåëåâû ãðóïïû. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

1) E•(G) ∼= E•(H) è T (G) � T (H);

2) G = A�B è H = C �D, ãäå

a) A � íåòðèâèàëüíàÿ äåëèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, B � ðåäóöè-
ðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà è supp(A) ∩ supp(B) = ∅;

b) C � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ è E•(C) ∼= E•(A);

c) T (D) ∼= B è E•(D) ∼= E•(B).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîé òåîðåìå.

Ïðèìåð 5. Ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ SI-ãðóïïîé, åñëè âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� êàæäàÿ p-êîìïîíåíòà Gp ãðóïïû G � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ p-
ãðóïï îäíîãî ïîðÿäêà;

� ñóùåñòâóþò èçîìîðôíûå âëîæåíèÿ⊕
p∈supp(G)

Gp ⊆ G ⊆
∏

p∈supp(G)

Gp;

� åñëè x = (xp1, xp2, . . .), y = (yp1, yp2, . . .) ∈
∏

p∈supp(G)

Gp; xpi, ypi ∈ Gpi,

ïðè÷åì o(xpi) 6 o(ypi) äëÿ âñåõ i è y ∈ G, òî x ∈ G.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî SI-ãðóïïà G âïîëíå èí-
âàðèàíòíà â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ñâîèõ p-êîìïîíåíò, à åå êîëüöî ýíäîìîð-
ôèçìîâ èçîìîðôíî êîëüöó ýíäîìîðôèçìîâ åå ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè. Ïîëà-
ãàåì, A = Z(2∞), C = J2, D � SI-ãðóïïà ñ íóëåâîé 2-êîìïîíåíòîé, B �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû D.
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Âòîðîé àâòîð ïîääåðæàí ñîâìåñòíîé ïðîãðàììîé ¾Ìèõàèë Ëîìîíîñîâ, III¿ Ìèíè-

ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è DAAD: íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-

ñêèå ñòèïåíäèè è íàó÷íûå ñòàæèðîâêè (Michail Lomonosov III �� Forschungsstipendien

und Aufenthalte).
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Àòëàñ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ
(2× 2, 2)-ïîðîæäåííûõ ãðóïï

Ìàêîñèé À.È. (Àáàêàí)

Òðîéêà èíâîëþöèé (i1, i2, i3) ãðóïïû G ñ óñëîâèåì G = ⟨i1, i2, i3⟩, ãäå
i1i2 = i2i1 íàçûâàåòñÿ (2 × 2, 2)-òðîéêîé èíâîëþöèé ãðóïïû G. Êàæäîé
(2 × 2, 2)-òðîéêå èíâîëþöèé ñîîòâåòñòâóåò ïÿòåðêà (p, q, X1, X2, X3), ãäå
p, q � ïîðÿäêè ïðîèçâåäåíèé i1i3, i2i3 ñîîòâåòñòâåííî è p 6 q, à Xk � èìÿ
êëàññà ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé, ñîäåðæàùåãî èíâîëþöèþ ik, k = 1, 2, 3.
Ýòè èìåíà îáû÷íî çàïèñûâàþò êàê 2A, 2B, . . . Ìû íå ðàçëè÷àåì (2× 2, 2)-
òðîéêè èíâîëþöèé, èìåþùèå îäèíàêîâûå ïÿòåðêè.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå ñ òî÷íîñòüþ äî óêàçàííîé
ôàêòîðèçàöèè âñåõ (2×2, 2)-òðîåê èíâîëþöèé äëÿ ðÿäà êîíå÷íûõ ïðîñòûõ
ãðóïï. Â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ýëåêòðîííûé àòëàñ òàêèõ òðîåê
äëÿ êàæäîé çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè ìåíüøå ñåìíà-
äöàòè, ðÿäà ñïîðàäè÷åñêèõ è ëèíåéíûõ ãðóïï.
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Ïîëóêîëüöà è èõ ïèðñîâñêèå ñëîè

Ìàðêîâ Ð.Â., ×åðìíûõ Â.Â. (Êèðîâ)

Ð.Ñ. Ïèðñîì [1] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ñ 1 áûë ïîñòðîåí (ïèðñîâ-
ñêèé) ïó÷îê êîëåö íà íóëüìåðíîì êîìïàêòå MaxBR ñî ñëîÿìè R/MR,
ãäå M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë áóëåâà êîëüöà BR öåíòðàëüíûõ èäåìïîòåí-
òîâ èç R. Èì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå êîëüöî R ñ 1 èçîìîðôíî
êîëüöó âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ñâîåãî ïèðñîâñêîãî ïó÷êà. Íåòðèâèàëüíûé
ïèðñîâñêèé ïó÷îê ñóùåñòâóåò äëÿ êîëåö ñ áîãàòîé àëãåáðîé öåíòðàëüíûõ
èäåìïîòåíòîâ è ïîýòîìó ïèðñîâñêèå ïó÷êè ïðèìåíÿëèñü ïðè èññëåäîâàíèè
ðåãóëÿðíûõ, áèðåãóëÿðíûõ, çàìåíÿåìûõ, ÷èñòûõ êîëåö [2�5]. Àíàëîãè ïèð-
ñîâñêèõ ïó÷êîâ êîëåö áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñèñòåì � îãðàíè÷åííûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê, ïî÷òè-êîëåö, ðåøå-
òî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö è ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ àáåëåâûõ ãðóïï,
óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð.

Ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïèðñîâ-
ñêèõ ñëîåâ, è åñòåñòâåííî âîçíèêàþò çàäà÷è: 1) îïèñàòü ñâîéñòâà, ïîäíèìàå-
ìûå ñ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ äî èñõîäíîé ïðåäñòàâëÿåìîé àëãåáðû; 2) âûäåëèòü
êëàññû àëãåáð, äîïóñêàþùèõ õàðàêòåðèçàöèþ ñâîéñòâàìè èõ ïèðñîâñêèõ
ñëîåâ.

Àâòîðû ðåøàþò ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è äëÿ êëàññîâ ïîëóêîëåö. Ïî-
ëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðà, îòëè÷àþùàþñÿ îò àññîöèàòèâíîãî êîëüöà
ñ 1, âîçìîæíî, íåîáðàòèìîñòüþ àääèòèâíîé îïåðàöèè. Âïåðâûå äëÿ ïîëóêî-
ëåö êîíñòðóêöèÿ, îáîáùàþùàÿ ïèðñîâñêèé ïó÷îê êîëåö, áûëà ðàññìîòðåíà
Â.Â. ×åðìíûõ [6]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BS áóëåâó àëãåáðó öåíòðàëüíûõ äî-
ïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëüöà S ñ îïåðàöèÿìè e ⊕ f = ef⊥ + e⊥f ,
e ⊙ f = ef, ãäå +, · � ïîëóêîëüöåâûå îïåðàöèè, e⊥ � äîïîëíåíèå ê öåí-
òðàëüíîìó èäåìïîòåíòó e ∈ BS. Ìíîæåñòâî MaxBS ìàêñèìàëüíûõ èäå-
àëîâ èç BS, íàäåëåííîå ñòîóíîâñêîé òîïîëîãèåé, ñòàíîâèòñÿ íóëüìåðíûì
êîìïàêòîì è ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ïðîñòðàíñòâîì ïèðñîâñêîãî ïó÷êà. Ïèð-
ñîâêèå ñëîè îïðåäåëÿòñÿ êàê ôàêòîðïîëóêîëüöà S/ρM , M ∈ MaxBS, ãäå
êîíãðóýíöèÿ ρM íà S îïðåäåëÿåòñÿ:

a ≡ b(ρM) ⇔ ae⊥ = be⊥ äëÿ íåêîòîðîãî e ∈M.

Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ñëåäóþùèõ êëàññîâ ïîëóêîëåö â òåðìèíàõ
ñâîéñòâ èõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ è ïèðñîâñêîãî ïó÷êà: çàìåíÿåìûõ, arp�ïîëó-
êîëåö, pf�ïîëóêîëåö, ïîëóêîëåö, áëèçêèõ ê ðåãóëÿðíûì (ðèêêàðòîâû, ïî-
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ëóðèêêàðòîâû, áèðåãóëÿðíûå), ïîëóêîëåö áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è
äð. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì äâà ðåçóëüòàòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîëóêîëüöî áèðåãóëÿðíî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
âñå åãî ïèðñîâñêèå ñëîè � ïðîñòûå ïîëóêîëüöà.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ïîëóêîëüöà S ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

(1) S � ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ;

(2) ïèðñîâñêèé ïó÷îê ïîëóêîëüöà S ïîëóõàóñäîðôîâ, à âñå âñå ïèðñîâñêèå
ñëîè ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ ïîëóêîëüöàìè áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ïðîåêò

�1.1375.2014/Ê.
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Î ðàâåíñòâå íóëþ ãðóïïû Hom(−, C)
Ìèñÿêîâ Â.Ì. (Òîìñê)

Â [1] Ñ.ß. Ãðèíøïîíîì ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà 2: ¾Âûÿñíèòü, äëÿ
êàêèõ ãðóïï A ãðóïïà ãîìîìîðôèçìîâ Hom(A, C) ðàâíà íóëþ, ãäå C �
âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ¿. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé àáåëåâîé
ãðóïïû C ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [2].

Âñå îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíû è ñîîòâåòñòâóþò [3].
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Íàìè íàéäåíû íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåí-
ñòâà íóëþ ãðóïïû Hom(A, C) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ C.

Â ñëåäóþùåé ëåììå îïèñàíèå ãðóïïû A, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî Hom(A, C) = 0, â ñëó÷àå, êîãäà C � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, ñâîäèòñÿ
ê ñëó÷àþ, êîãäà A � íåïåðèîäè÷åñêàÿ, íåäåëèìàÿ ãðóïïà.

Ëåììà 1. Ïóñòü C � íåíóëåâàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà ðàâåíñòâî
Hom(A, C) = 0 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà
A óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà;

2) A � íåïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, C � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà, ïðè÷¼ì
ëèáî A � äåëèìàÿ ãðóïïà, ëèáî Hom(A, C) = 0, åñëè A � íåïåðèîäè-
÷åñêàÿ, íåäåëèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü C � íåíóëåâàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ
è A � íåïåðèîäè÷åñêàÿ, íåäåëèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà Hom(A, C) = 0 â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ÷àñòè A′ ̸= 0 ãðóïïû A

âûïîëíÿåòñÿ:

a) åñëè T (A′) = 0, òî ñïðàâåäëèâî îäíî èç óñëîâèé:

i) A′ íå ñîäåðæèò ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî, èçîìîðôíîãî Z, è âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

i1) äëÿ ëþáîãî f ∈ Hom(A′, C) ñóùåñòâóåò 0 ̸= c ∈ C òàêîé,
÷òî im(f) ⊆ ⟨c⟩;

i2) äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà β : A
′ → C íàéä¼òñÿ ãîìîìîðôèçì

α : A′ → Fm òàêîé, ÷òî πα = β, ò.å. ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

A′

α

}}||
||
||
||

β
��

Fm
π //C

êîììóòàòèâíà, ãäå Fm � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è π � ýïèìîð-
ôèçì;

j) äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà φ ∈ Hom(A′, C) ñëåäóåò:

j1) ñóùåñòâóåò ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà C ′ ðàíãà 1 òèïà t(C ′) â
ãðóïïå C, ñîäåðæàùàÿ im(φ);

j2) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A′ òàêîãî, ÷òî t(a) < t(C ′), ñëåäó-
åò, ÷òî a ∈ ker(φ);
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j3) ãðóïïà A
′ íå ñîäåðæèò ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî ðàíãà 1, èçîìîðô-

íîãî C ′;

b) åñëè T (A′) ̸= 0, òî ôàêòîðãðóïïà A′/T (A′) ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåïåðèî-
äè÷åñêîé äåëèìîé ãðóïïîé, ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a).
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Î ïðèìåíåíèè ãðóïï èçîìåòðèé

â êëàññèôèêàöèè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ

ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè

Ìèõàéëîâ À.Í. (Àáàêàí), Òèìîôååíêî À.Â. (Êðàñíîÿðñê)

Äëÿ îáîáùåíèÿ îñíîâíîé òåîðåìû ðàáîòû [1] è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïè-
ñàíèÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè ñîçäàíà èíòåãðè-
ðîâàííàÿ ïðîãðàììíàÿ ñðåäà ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è ãðàôèêè.
Â áîëåå óäîáíîé ôîðìå äëÿ ýòèõ öåëåé ïðåäñòàâëåíû êðèñòàëëîãðàôè÷å-
ñêèå ãðóïïû. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè Sn � êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ ãðóïïà ðàçìåðíî-
ñòè 2 è ñ íîìåðîì n â êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé òàáëèöå, T � åå ïîäãðóïïà
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è òî÷å÷íàÿ ãðóïïà P èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå
Sn/T , òî Sn ̸∼= P i T òîëüêî äëÿ n = 4, 7, 8, 12, à äëÿ äðóãèõ n äåé-
ñòâèå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû P = ⟨p, q, . . .⟩ íà ïîðîæäàþùèå
x, y ãðóïïû T ïîêàçûâàåò
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Òàáëèöà 1 îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû S(n) (áåç [x, y] = 1)
n Ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû P Äåéñòâèå P íà T
2 p2 xpx, ypy
3 p2 xpx, ypy−1

5 p2 xpy−1, ypx−1

6 [p, r], p2, r2 [x, p], xrx, yry, ypy
9 p2, r2, [p, r] xpy−1, xrx, yry, ypx−1

10 p2r−1, r2, [p, r] xpy, xrx, yry, ypx−1

11 p2, r2q−1, q2, [p, q], [x, p], xry, xqx, yrx−1, ypy, yqy

[r, q], rpr−1q−1

13 p3 xpyx, ypx−1

14 p3, r2, prp−2 xry, xpyx, yrx, ypx−1

15 p3, r2, prp−2 xry−1, xpyx, yrx−1, ypx−1

16 p3, r2, [p, r] xrx, xpyx, yry, ypx−1

17 p3, r2, q2, [r, q], [p, r], pqp−2 xqy−1, xrx, xpyx, yqx−1, yry, ypx−1

Áóäåò ðàññêàçàíî î ïðèìåíåíèè ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ êðèñòàëëîãðà-
ôè÷åñêèõ ãðóïï è êîíå÷íûõ ãðóïï èçîìåòðèé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î
êëàññèôèêàöèè ìíîãîãðàííèêîâ.
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Î ñâåðõðàçðåøèìîñòè ïðîèçâåäåíèé íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï

Ìîíàõîâ Â.Ñ., ×èðèê È.Ê. (Ãîìåëü, Áåëàðóñü)

Â êîíå÷íîé ãðóïïå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ïîä-
ãðóïï â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé ïîäãðóïïîé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðèìåðû õîðîøî èçâåñòíû ([1], c. 159�160). Íî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
ýòî âåðíî, íàïðèìåð, êîãäà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íèëüïîòåíòåí.

Ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäàÿ ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà, íà-
çûâàåòñÿ t-ãðóïïîé. Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ t-ãðóïï ïîëó÷èë Ãà-
øþö [2], â ÷àñòíîñòè, îíè ñâåðõðàçðåøèìû.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà. Ïóñòü A è B � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû.
Åñëè A � ðàçðåøèìàÿ t-ãðóïïà, à B ñâåðõðàçðåøèìà, òî AB ñâåðõðàçðå-
øèìà.

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêèå, ÿâ-
ëÿåòñÿ t-ãðóïïîé. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A è B � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû.
Åñëè âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â A öèêëè÷åñêèå, à B ñâåðõðàçðåøèìà, òî
AB ñâåðõðàçðåøèìà.
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Î íåçàâèñèìîñòè ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ îò ñâîéñòâà
áûòü ãîìîìîðôèçìîì â êëàññå ðåøåòîê Óîòåðìåíà

Ïåðìèíîâ Å.À., Ïåðìèíîâà Î.Å. (Åêàòåðèíáóðã)

Ïî êîíå÷íîé ðåøåòêå L ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàô ⟨L,∼⟩, ãäå a ∼ b îçíà-
÷àåò, ÷òî a ïîêðûâàåò b èëè b ïîêðûâàåò a â ðåøåòêå L. Î÷åâèäíî, ÷òî
Aut⟨L,∼⟩ ⊇ Aut⟨L,≻⟩. Â ìîíîãðàôèè Ã. Áèðêãîôà [1] ñî ññûëêîé íà Óî-
òåðìåíà ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà �6: ¾íàéòè âñå êîíå÷íûå ðåøåòêè, äëÿ êî-
òîðûõ êàæäûé àâòîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùåãî èì ãðàôà ÿâëÿëñÿ áû
ðåøåòî÷íûì àâòîìîðôèçìîì¿, ò.e. Aut⟨L,∼⟩ ∼= Aut⟨L,≻⟩. Íàçîâåì òà-
êèå êîíå÷íûå ðåøåòêè ðåøåòêàìè Óîòåðìåíà.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ðåøåòêà âëî-
æèìà â ðåøåòêó Óîòåðìåíà. Ýòà òåîðåìà ñâèäåòåëüñòâóåò î íåêîåé óíèâåð-
ñàëüíîñòè è ñëîæíîñòè êëàññà ðåøåòîê Óîòåðìåíà.

Â ðàáîòå [3] äîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü ìîíîèäîâ ýíäîìîðôèçìîâ îò ñâîé-
ñòâà áûòü ãîìîìîðôèçìîì â êëàññå àëãåáð. Î íåçàâèñèìîñòè ãðóïï àâòî-
ìîðôèçìîâ îò ñâîéñòâà áûòü ãîìîìîðôèçìîì â êëàññå ðåøåòîê Óîòåðìåíà
ñâèäåòåëüñòâóåò

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíå÷íûõ ãðóïï G1 è G2 ñóùåñòâóþò òà-
êèå ðåøåòêè Óîòåðìåíà L1 è L2, ÷òî AutL1

∼= G1, AutL2
∼= G2 è L2

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì L1.
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×àñòè÷íûå ïîëóãðóïïû è îòíîøåíèÿ Ãðèíà

Ïåòðèêîâ À.Î. (Ìîñêâà)

Ïîíÿòèå àññîöèàòèâíîñòè ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè áûëî ââåäåíî Â.Â. Ðîçå-
íîì [1] äâóìÿ íåýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè (ñèëüíàÿ è ñëàáàÿ àññîöèàòèâ-
íîñòü).

Î÷åâèäíî, ëþáóþ ÷àñòè÷íóþ îïåðàöèþ ïðè ïîìîùè äîáàâëåíèÿ íóëå-
âîãî ýëåìåíòà ìîæíî ïðîäîëæèòü (ñì., íàïðèìåð, [2, �6.8]). Íàøà öåëü �
ðàññìîòðåòü ïðîäîëæåíèå îïåðàöèè íà ÷àñòè÷íîé ïîëóãðóïïå áåç äîáàâëå-
íèÿ ýëåìåíòà.

Ïîëíîé îïåðàöèåé ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèþ, îïðåäåë¼ííóþ äëÿ âñåõ
íàáîðîâ ýëåìåíòîâ, ÷àñòè÷íîé � îïåðàöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé îïðåäåëåíû,
áûòü ìîæåò, íå äëÿ âñåõ íàáîðîâ. Èíòåðåñåí âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðîäîë-
æåíèÿ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè äî ïîëíîé ñ ñîõðàíåíèåì òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ
(íàïðèìåð, àññîöèàòèâíîñòè).

Ñëàáàÿ àññîöèàòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ a, b,c âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî (ab)c = a(bc), åñëè îáà ïðîèçâåäåíèÿ (ab)c, a(bc) ñóùåñòâóþò.
Ñèëüíàÿ àññîöèàòèâíîñòü � äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ëèáî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî (ab)c = a(bc), ëèáî îáà ïðîèçâåäåíèÿ (ab)c è a(bc) íå
ñóùåñòâóþò.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèëüíóþ àññîöèàòèâíîñòü, à ìíîæåñòâî, íà êî-
òîðîì ÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà â ñèëüíîì ñìûñëå, íàçûâàòü ÷à-
ñòè÷íîé ïîëóãðóïïîé.

Îòíîøåíèÿ Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå S îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè [3]:

aRb⇔ aS1 = bS1, aLb⇔ S1a = S1b, aJ b⇔ S1aS1 = S1bS1,

D = R∨ L, H = R∩ L.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íûå ïîëóãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ J = D. Äàëåå,
â êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ R = L = H = D = J .

Àòîìàðíûé J-êëàññ � ìèíèìàëüíûé J-êëàññ îòëè÷íûé îò íóëÿ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó îñòàòêîâ (Zn, ·).
Ïðè ïðîñòîì n îïåðàöèÿ íà ïîëóãðóïïå ïîëíàÿ, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü ïîëóãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ n ñîñòàâíîå.

Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ïðîâåðåíî, ÷òî åñëè ó ïîëóãðóïï (Zn, ·) ïðè
n 6 100 åñòü îäíîýëåìåíòíûé àòîìàðíûé J-êëàññ èëè â òî÷íîñòè îäèí
àòîìàðíûé J-êëàññ, òî îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ïîëíîé.

Âûÿñíèì, êîãäà ó ïîëóãðóïïû (Zn, ·) ñóùåñòâóåò àòîìàðíûé îäíîýëå-
ìåíòíûé J-êëàññ è êîãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí J-êëàññ.

Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó (Zn, ·) ïðè n = pα1

1 p
α2

2 . . . pαn
n , ãäå âñå pi � ïðî-

ñòûå è p1 < p2 < . . . < pn. Òîãäà ó íåå áóäåò n àòîìàðíûõ J-êëàññîâ,
ñëåäóþùåãî âèäà:

{pα1−1
1 pα2

2 p
α3

3 . . . pαn
n , 2 · p

α1−1
1 pα2

2 p
α3

3 . . . pαn
n , . . . , (p1 − 1) · pα1−1

1 pα2

2 p
α3

3 . . . pαn
n },

{pα1
1 p

α2−1
2 pα3

3 . . . pαn
n , 2 · p

α1
1 p

α2−1
2 pα3

3 . . . pαn
n , . . . , (p2 − 1) · pα1

1 p
α2−1
2 pα3

3 . . . pαn
n },

. . .
{pα1

1 p
α2

2 p
α3

3 . . . pαn−1
n , 2 · pα1

1 p
α2

2 p
α3

3 . . . pαn−1
n , . . . , (pn − 1) · pα1

1 p
α2

2 p
α3

3 . . . pαn−1
n }.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî åñëè p1 = 2, òî îäèí èç àòîìàðíûõ J-êëàññîâ �
îäíîýëåìåíòíûé, à ïðè n = 1 ïîëóãðóïïà ïðèìåò âèä (Zpα, ·) è ñîäåðæèò
îäèí àòîìàðíûé J-êëàññ.

Èç íàéäåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ìîæíî âûâåñòè òåîðåìó, êîòîðàÿ ñïðà-
âåäëèâà è äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � ÷àñòè÷íàÿ ïîëóãðóïïà, S0 � ïîëóãðóïïà, ïðî-
äîëæåííàÿ äîáàâëåíèåì íóëåâîãî ýëåìåíòà. Åñëè â ðåø¼òêå J -êëàññîâ
ïîëóãðóïïû S0 ñîäåðæèòñÿ àòîìàðíûé îäíîýëåìåíòíûé J-êëàññ, òî ïî-
ëóãðóïïà S ïðîäîëæàåòñÿ áåç äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà.
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Îïðåäåëÿåìîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ïîëóãðóïïàìè ýíäîìîðôèçìîâ

è ãðóïïàìè ãîìîìîðôèçìîâ

Ïóøêîâà Ò.À. (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Áýðà [1] è Êàïëàíñêîãî [2] îá îïðåäåëÿ-
åìîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ â
êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï ïîëîæèë íà÷àëî ìíîãî÷èñëåííûì èññëåäîâà-
íèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè. Êëàññ X àáåëåâûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ E-êëàññîì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ãðóïï A,B ∈ X èç èçîìîðôèçìà E(A) ∼= E(B) ñëåäó-
åò èçîìîðôèçì A ∼= B. Òàêîé æå âîïðîñ, êàê äëÿ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ
E(A) ãðóïïû A, ñòîèò äëÿ åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû E•(A), íà-
çûâàåìîé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû A. Ïðîáëåìó îïðåäåëÿåìî-
ñòè àáåëåâûõ ãðóïï èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè ðàññìàòðèâà-
ëè Ï. Ïóóñåìï [3] è À.Ì. Ñåáåëüäèí [4]. Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èçó÷àòü âîïðîñû îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ ãðóïï
ñâîèìè ïîëóãðóïïàìè ýíäîìîðôèçìîâ âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì
èçîìîðôèçìà ãðóïï ãîìîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü C � àáåëåâà ãðóïïà. Êëàññ X àáåëåâûõ ãðóïï íàçîâåì CE
•H-

êëàññîì, åñëè äëÿ ëþáûõ ãðóïï A,B ∈ X èç èçîìîðôèçìîâ E•(A) ∼= E•(B)
è Hom(C,A) ∼= Hom(C,B) ñëåäóåò èçîìîðôèçì A ∼= B .

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âïîëíå
ðàçëîæèìóþ àáåëåâó ãðóïïó C áåç êðó÷åíèÿ, ÷òîáû çàäàííûé êëàññ àáå-
ëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ áûë CE

•H-êëàññîì.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1; τ(A) � òèï àáåëåâîé ãðóïïû
A áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1; τ(Q(p)) � òèï èç Ω, ñîäåðæàùèé õàðàêòåðèñòèêó
(0, 0, ..., 0,∞, 0, ...), â êîòîðîé ñèìâîë ∞ ñòîèò íà m-îì ìåñòå, åñëè pm = p;
Ω(A) � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 àáåëåâîé
ãðóïïû A áåç êðó÷åíèÿ; Ω0 � ìíîæåñòâî âñåõ òèïîâ èç Ω, õàðàêòåðèñòè-
êè êîòîðûõ íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ ∞; Ω0(A) � ìíîæåñòâî âñåõ òèïîâ èç
Ω(A), õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ∞; ℵ0 � íàèìåíüøèé
áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë; |M | � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M .

Ìíîæåñòâî Ω ðàçáèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ω = Ω∪Ω∗, Ω∩Ω∗ = ∅,
ãäå Ω∗ � ìíîæåñòâî âñåõ òèïîâ ïî÷òè äåëèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1.
Àíàëîãè÷íî, ëþáóþ âïîëíå ðàçëîæèìóþ àáåëåâó ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ A
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = A�A∗, ãäå A íå ñîäåðæèò ïî÷òè äåëèìûõ
ãðóïï ðàíãà 1.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü C =
⊕

τ∈Ω(C)

⊕
k∈K(τ)

Ck � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ àáåëåâà

ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Êëàññ F fr
cd âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç

êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ CE
•H-êëàññîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ãðóïïà C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

� äëÿ ëþáîãî òèïà τ ∈ Ω, τ ̸= τ(Z), íàéäåòñÿ òèï τ ∗ ∈ Ω(C) òàêîé,
÷òî τ ∗ 6 τ è |K(τ ∗)| < ℵ0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü C � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷å-
íèÿ. Êëàññ F ad

cd âïîëíå ðàçëîæèìûõ ïî÷òè äåëèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç
êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ CE

•H-êëàññîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà C
óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Ω0(C) ̸= ∅;

2) åñëè Ω0(C) = ∅, òî äëÿ ëþáîãî ïî÷òè äåëèìîãî òèïà τ íàéäåòñÿ
òèï τ ∗ ∈ Ω(C) òàêîé, ÷òî τ ∗ 6 τ .

Ïîëîæèì P ∗ =
{
p ∈ P | τ(Q(p)) /∈ Ω(C)

}
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü C � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó-
÷åíèÿ. Êëàññ F1 àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ CE

•H-
êëàññîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà C óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) C ñîäåðæèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå, èçîìîðôíîå Z;

2) à) τ(Z) /∈ Ω(C);
á) |P ∗| 6 1 è äëÿ ëþáîãî òèïà τ ∈ Ω0, τ ̸= τ(Z), íàéäåòñÿ òèï
τ ∗ ∈ Ω(C) òàêîé, ÷òî τ ∗ 6 τ .
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Î ãðóïïîèäàõ, ó êîòîðûõ êàæäîå àòîìàðíîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé

êîíãðóýíöèåé

Ðåøåòíèêîâ À.Â. (Ìîñêâà)

Ïóñòü G � ãðóïïîèä. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σ íà G íàçûâàåòñÿ
ïðàâîé êîíãðóýíöèåé, åñëè (a, b) ∈ σ âëå÷¼ò (ac, bc) ∈ σ äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëåâàÿ êîíãðóýíöèÿ. Äëÿ ëþáûõ ðàç-
ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

ρa,b = ∆ ∪ {(a, b), (b, a)},

ãäå ∆ = {(a, a) | a ∈ G} � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà G. Îòíîøåíèÿ ρa,b
ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ðåø¼òêè îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà G.

Â 2010 ãîäó áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà [1, òåîðåìà 4.24]. Ïóñòü G � ãðóïïîèä òàêîé, ÷òî |G| > 5.
Åñëè ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà ρa,b ∨ ρc,d, ãäå a, b, c, d �
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç G, ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé èëè ëåâîé êîíãðóýíöèåé, òî
ëèáî âñå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà G ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè êîíãðó-
ýíöèÿìè, ëèáî âñå îíè � ëåâûå êîíãðóýíöèè.

Òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îõàðàêòåðèçîâàòü ãðóïïî-
èäû, ñîäåðæàùèå 5 èëè áîëåå ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ êàæäîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà ρa,b ∨ ρc,d ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé èëè ëåâîé êîíãðóýíöèåé.

Ãðóïïîèäû, ó êîòîðûõ êàæäîå àòîìàðíîå îòíîøåíèå ρa,b ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âîé èëè ëåâîé êîíãðóýíöèåé, îáðàçóþò áîëåå øèðîêèé êëàññ. Èõ ïîëíîå
îïèñàíèå íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî. Îòìåòèì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà.
Äëÿ a ∈ G ïóñòü σa = ∆ ∪ ((G\{a})× (G\{a})).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èíòåðåñíî ñàìî ïî ñåáå è ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåí-
íî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.24 èç [1]:

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a, b ãðóïïîèäà
G îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρa,b ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé èëè ëåâîé êîíãðóýí-
öèåé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ G îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σi ÿâëÿåòñÿ
ïðàâîé èëè ëåâîé êîíãðóýíöèåé.
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Îïðåäåëÿåìîñòü êîìïàêòîâ ðåøåòêîé ïîäàëãåáð
ïîëóïîëåé íåïðåðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé

Ñèäîðîâ Â.Â. (Êèðîâ)

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, P � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, U(X) � ïîëóïîëå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç X
â P ñ ïîòî÷å÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Íåïóñòîå ìíîæå-
ñòâî A ⊆ U(X) áóäåì íàçûâàòü ïîäàëãåáðîé, åñëè A · A ⊆ A, A+ A ⊆ A è
P · A ⊆ A.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäàëãåáð ïîëóïîëÿ U(X) ñ äîáàâëåííûì ïóñòûì ìíî-
æåñòâîì îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ îáðàçóåò ðåøåòêó A(U(X))
âñåõ ïîäàëãåáð ïîëóïîëÿ U(X).

Â 1997 ã. Å.Ì. Âå÷òîìîâ [1] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòîâ
X è Y èçîìîðôíîñòü ðåøåòîê A(C(X)) è A(C(Y )) ïîäàëãåáð êîëåö C(X)
è C(Y ) íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ðàâíîñèëüíà ãîìåî-
ìîðôíîñòè X è Y. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåîðèè ïîëóïîëåé íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé âîçíèêëà

Ãèïîòåçà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòîâ X è Y ðåøåòêè A(U(X)) è
A(U(Y )) èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâà X è Y
ãîìåîìîðôíû.

Äîêëàä ïîñâÿùåí ñîâðåìåííîìó ñîñòîÿíèþ äàííîé ïðîáëåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ïðîåêò

�1.1375.2014/K.

Ëèòåðàòóðà

[1] Âå÷òîìîâ Å.Ì. Ðåøåòêà ïîäàëãåáð êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è õüþ-
èòòîâñêèå ïðîñòðàíñòâà // Ìàòåì. çàìåòêè. 1997. Ò. 62, Âûï. 5. Ñ. 687�693.

Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ïîëóãðóïïû ìíîãîçíà÷íûõ
èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Òâîðîãîâ À.Â. (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå [1] À.ß. Àéçåíøòàò ïîëó÷èëà îïèñàíèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ X, ó êîòîðûõ ïîëóãðóïïà èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé T5(X)



68

(ò.å. ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ïîðÿäîê) ðåãóëÿðíà. Â ðàáîòå [4] áû-
ëè îïèñàíû óïîðÿäî÷åííûå è êâàçèóïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà X ñ ðåãó-
ëÿðíîé ïîëóãðóïïîé ÷àñòè÷íûõ èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé PT5(X). Â [3]
Â.È. Êèì, È.Á. Êîæóõîâ è Â.À. ßðîøåâè÷ îïèñàëè ñòðîåíèå êâàçèóïîðÿ-
äî÷åííûõ ìíîæåñòâ X, ó êîòîðûõ ïîëóãðóïïà èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñëàáî ðåãóëÿðíà.

Ïóñòü B(X) � ïîëóãðóïïà âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå X.
Å¼ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëóãðóïïó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïî-
íÿòèå èçîòîííîñòè ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî íà òàêèå îòîáðàæåíèÿ ðàçíûìè
íå ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå
α ∈ B(X) ñîãëàñóåòñÿ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì σ, åñëè

σα ⊆ ασ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ îòíîøåíèåì
σ, ÷åðåç Bσ(X). Äàëåå, ãîâîðèì, ÷òî ýëåìåíò α ∈ B(X) ñîõðàíÿåò σ â
øèðîêîì ñìûñëå, åñëè

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ σ ⇒ (∃u ∈ xα ∃v ∈ yα : (u, v) ∈ σ).

Ïóñòü B′
σ(X) � ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ñîõðàíÿþùèõ σ â øèðî-

êîì ñìûñëå. Ãîâîðèì, ÷òî ýëåìåíò α ∈ B(X) ñîõðàíÿåò σ â óçêîì ñìûñëå,
åñëè

∀x, y ∈ X ∀u, v ∈ X (u ∈ xα & v ∈ yα & (x, y) ∈ σ) ⇒ (u, v) ∈ σ,

è îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ñîõðàíÿþùèõ σ â óçêîì
ñìûñëå, ÷åðåç B′′

σ(X). Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Bσ(X), B′
σ(X),

B′′
σ(X) ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ áèíàð-

íûõ îòíîøåíèé.

Òåîðåìà 1. (i) Åñëè σ � îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå
X, òî ïîëóãðóïïà Bσ(X) íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïðè |X| > 2;

(ii) åñëè σ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X, òî ïîëóãðóïïà Bσ(X)
íå ðåãóëÿðíà ïðè |X| > 3.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæå-
ñòâå X. Òîãäà ïîëóãðóïïà B′

σ(X) ðåãóëÿðíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà |X| 6 2.

Â ðàáîòå [4] Â.À. ßðîøåâè÷ ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè X � ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ïîëóãðóïïà PT≤(X) ðåãóëÿðíà â òîì è òîëüêî
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òîì ñëó÷àå, êîãäà X � àíòèöåïü èëè öåïü. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
ìîãóò áûòü íàéäåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ïîëóãðóïïû B′′

σ(X).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü σ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
X è |X| > 3. Ïîëóãðóïïà B′′

σ(X) ðåãóëÿðíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà σ � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà.

Ëèòåðàòóðà

[1] Àéçåíøòàò À.ß. Ðåãóëÿðíûå ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ // Ó÷. çàï. ëåíèíãðàäñêîãî ãîñ. ïåä. èí-òà èì. À.È. Ãåðöåíà.
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Ñ. 97�104.
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ïû èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. 2012. Ò. 17,
� 4. Ñ. 145�165.

[4] ßðîøåâè÷ Â.À. Îòîáðàæåíèÿ, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿ-
ìè // Ìàòåìàòè÷åñêèé âåñòíèê ïåäâóçîâ è óíèâåðñèòåòîâ Âîëãî-Âÿòñêîãî
ðåãèîíà. Êèðîâ. 2009. Âûï. 11. C. 135�142.

Ë.ß. Êóëèêîâ è ðåôîðìà ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ â ïåäâóçàõ

Òåñòîâ Â.À. (Âîëîãäà)

Ðàáîòàÿ çàâåäóþùèì êàôåäðîé àëãåáðû â ÌÃÏÈ, Ë.ß. Êóëèêîâ íå òîëü-
êî âîçãëàâëÿë íàó÷íóþ øêîëó ïî àáåëåâûì ãðóïïàì, íî è ðóêîâîäèë ðå-
ôîðìîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ïåäâóçàõ ÑÑÑÐ. Â 1971 ãîäó îí
áûë íàçíà÷åí ïðåäñåäàòåëåì Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå
ïðè ÃÓÂÓÇå Ìèíèñòåðñòâà Ïðîñâåùåíèÿ ÑÑÑÐ è âîçãëàâèë ðàáîòó ïî ñî-
çäàíèþ íîâûõ ó÷åáíûõ ïëàíîâ è íîâûõ ïðîãðàìì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ ÑÑÑÐ.

Íåîáõîäèìîñòü ðåôîðìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ïåäâóçàõ äèê-
òîâàëàñü íåîáõîäèìîñòüþ îáíîâëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ, òàêîé ïîäãîòîâêè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ îáåñ-
ïå÷èëà áû óñïåøíîå ïðîâåäåíèå èìè â æèçíü ðåôîðìû øêîëüíîãî êóðñà
ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ïðîâîäèëàñü â òå ãîäû è ïîëó÷èëà íàçâàíèå êîëìîãî-
ðîâñêîé.
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Ïðî ýòó ðåôîðìó ñåé÷àñ ïèøóò â îñíîâíîì â êðèòè÷åñêîì ïëàíå, âñå ãðå-
õè ñâàëèâàÿ íà ëè÷íîñòè (Í. Áóðáàêè, À.Í. Êîëìîãîðîâà è äð.), Ãîâîðÿ ïðî
ýòó ðåôîðìó, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ê ñåðåäèíå 20-ãî ñòîëåòèÿ îáðàçî-
âàëñÿ ñóùåñòâåííûé ðàçðûâ ìåæäó ìàòåìàòèêîé � íàóêîé è ìàòåìàòèêîé �
ó÷åáíûì ïðåäìåòîì, êîòîðûé áûëî íåîáõîäèìî ñîêðàòèòü. Òàêèì îáðàçîì,
ðåôîðìà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñòàëà ê ýòîìó âðåìåíè íàñóùíîé
íåîáõîäèìîñòüþ. Îñíîâíûå èäåè ðåôîðìû âûñêàçûâàëèñü ðÿäîì êðóïíûõ
ìàòåìàòèêîâ åùå çàäîëãî äî Í. Áóðáàêè, è ïîýòîìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
Í. Áóðáàêè, à òåì áîëåå À.Í. Êîëìîãîðîâ, ¾ïîâèíåí¿ â ýòîé ðåôîðìå.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ îñíîâà ìàòåìàòèêè áûëà ðàçðàáîòàíà åùå
Êàíòîðîì è Äåäåêèíäîì. Ðÿä èäåé î ðåôîðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ áûë âûñêàçàí Ô. Êëåéíîì â Ýðëàíãåíñêîé (1872 ã.), à çàòåì â Ìåðàí-
ñêîé ïðîãðàììå (1906 ã.), â ÷àñòíîñòè, èì íà ïåðâîå ìåñòî áûëè âûäâèíóòû
ïîíÿòèå ãðóïïû è èäåÿ ïðåîáðàçîâàíèé, âûñêàçàíà íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷å-
íèÿ â øêîëüíóþ ìàòåìàòèêó íà÷àë àíàëèçà. Ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ øè-
ðîêîãî âíåäðåíèÿ â âóçîâñêóþ è øêîëüíóþ ìàòåìàòèêó àêñèîìàòè÷åñêîãî
ìåòîäà èìåëè èññëåäîâàíèÿ Äàâèäà Ãèëüáåðòà ïî îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè.
Â Ðîññèè âîïðîñ î ðåôîðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, î ïîâûøåíèè åãî
íàó÷íîãî óðîâíÿ, î íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷åíèÿ â øêîëüíóþ ïðîãðàììó èäåé
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è àíàëèçà íàñòîé÷èâî ñòàâèëñÿ íà ïåðâîì è âòî-
ðîì Âñåðîññèéñêèõ ñúåçäàõ ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè (1912 è 1915 ãã.).
Âîïðîñû ïåðåñìîòðà ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñòàâèë â
1935 ã. è àêàäåìèê Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ. Îí âûñòóïàë çà âíåäðåíèå â øêîëü-
íóþ ìàòåìàòèêó òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ìåòîäà è ðÿäà èäåé àáñòðàêò-
íîé àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèÿ ãðóïïû, óòâåðæäàÿ, ÷òî ¾íà ïðîñòîì è
ýëåìåíòàðíîì ìàòåðèàëå ìîæíî ó÷èòü áîëüøèì ìàòåìàòè÷åñêèì èäåÿì¿.

Èäåÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íàøåäøàÿ ñâîå îòðàæåíèå (è îêàçàâ-
øàÿñÿ âåñüìà ïëîäîòâîðíîé) â ìíîãîòîìíîì òðàêòàòå Í. Áóðáàêè, à òàêæå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè è ñòðóêòóðàìè ÷åëîâå-
÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, îáíàðóæåííîå øêîëîé øâåéöàðñêîãî ïñèõîëîãà Æ. Ïè-
àæå, ïîñëóæèëè ïîáóäèòåëüíûìè ìîòèâàìè ê ðàäèêàëüíîé ðåôîðìå ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â 60�70-õ ãîäàõ â øêîëàõ è â âóçàõ êàê çà ðóáå-
æîì, òàê è â íàøåé ñòðàíå. Èäåè Í. Áóðáàêè ÿâèëèñü â ñèëó ñâîåé îáùíîñòè
êàê ÷ðåçâû÷àéíî àáñòðàêòíûìè, òàê è ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòûìè. Îáùíîñòü è
ïðîñòîòà ýòèõ èäåé è ïîáóäèëà ìíîãèõ ñòîðîííèêîâ ðàäèêàëüíîé ðåôîðìû
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ê ââåäåíèþ èõ â ó÷åáíûé ïðåäìåò ¾ìàòåìà-
òèêà¿.

Õîòÿ ïðè ïðîâåäåíèè ðåôîðìû â íàøåé ñòðàíå íå áûëî äîïóùåíî êðàé-
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íîñòåé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðÿäà çàðóáåæíûõ ñòðàí, îäíàêî âñêðûëèñü è
ñåðüåçíûå íåäîñòàòêè: ïîâûøåííàÿ ñòåïåíü àáñòðàêöèè, êîòîðàÿ ïðîÿâ-
ëÿëàñü â òîì, ÷òî çà÷àñòóþ ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû ïðåïîäíîñèëèñü
øêîëüíèêàì ñðàçó â àáñòðàêòíîì âèäå áåç ó÷åòà óðîâíåé èõ ìûøëåíèÿ,
÷ðåçìåðíûé îáúåì è íåîïðàâäàííàÿ ñëîæíîñòü èçëîæåíèÿ ïðîãðàììíîãî
ìàòåðèàëà, îòñóòñòâèå îïîðû ïðè ââåäåíèè ðÿäà ïîíÿòèé íà íàãëÿäíîñòü
è èíòóèöèþ è ò.ä. Âñå ýòî è ïîñëóæèëî ïîâîäîì äëÿ êîíòððåôîðìàöèè, â
õîäå êîòîðîé ðÿä íåñîìíåííûõ äîñòèæåíèé îêàçàëñÿ óòåðÿííûì.

Âñëåä çà ðåôîðìîé øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ íà÷àëàñü ðåôîðìà ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ïåäâóçàõ. Áûëè ïåðåñòðîåíû ó÷åáíûå ïëàíû è
ïðîãðàììû ñïåöèàëüíîñòè ¾ìàòåìàòèêà¿ äëÿ âñåõ îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ êóðñîâ (àëãåáðû, ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà). Íåîáõîäèìûå
äëÿ èçó÷åíèÿ ýòèõ êóðñîâ íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëîãèêè îòêðûâàëè êóðñ àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë. Â íîâûõ
ïðîãðàììàõ ðàçëè÷íûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè ñòàëè çâåíüÿìè åäèíîãî îðãà-
íèçìà. Â èõ îñíîâó áûë ïîëîæåí àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä, òåîðèÿ ìíîæåñòâ
è ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïî óðîâíþ àáñòðàêöèè è ôîðìàëè-
çàöèè ýòè ïðîãðàììû, îñîáåííî â íà÷àëüíîé ñòàäèè îáó÷åíèÿ, ïðåâîñõî-
äèëè ïðîãðàììû ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ, êóäà ìî-
äåðíèñòñêèå òåíäåíöèè ïðîíèêëè â ãîðàçäî ìåíüøåé ñòåïåíè. Ýòî ïðèâåëî
ê çíà÷èòåëüíîìó óñëîæíåíèþ îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Ïîä ðóêîâîäñòâîì Ë.ß. Êóëèêîâà è ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè
áûëà ñîçäàíà ïðîãðàììà ïî êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë, â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîòîðîé Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ íàïèñàë ïðåêðàñíûé ó÷åáíèê, äî ñèõ ïîð ÿâëÿ-
þùèéñÿ îñíîâíûì ó÷åáíûì ïîñîáèåì ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë äëÿ ñòóäåí-
òîâ ïåäèíñòèòóòîâ. Ëåîíèä ßêîâëåâè÷ î÷åíü îòâåòñòâåííî îòíîñèëñÿ ê ýòîé
ñâîåé äåÿòåëüíîñòè. Ïðè íàïèñàíèè ó÷åáíèêà îí íàõîäèë áîëåå êðàòêèå è
îðèãèíàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì êóðñà, ìåíÿë ñòðóêòóðó èçëîæåíèÿ
ìàòåðèàëà. Îñíîâíîé èäååé åãî êóðñà áûëî îáúåäèíåíèå ðàíåå ðàçðîçíåí-
íûõ êóðñîâ àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë. Ýòî ïîçâîëèëî äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ
òåîðåì ñäåëàòü áîëåå êîðîòêèìè è ÿñíûìè.

Ñåé÷àñ çâó÷èò êðèòèêà ýòèõ ïðîãðàìì è ó÷åáíèêîâ çà èçëèøíèé óêëîí
â ñòîðîíó àáñòðàêöèè è ôîðìàëèçìà, îòñóòñòâèå â íèõ ïðîìåæóòî÷íîãî,
ïåðåõîäíîãî óðîâíÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà. Íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî â
ñåðåäèíå 70-õ ãîäîâ ìíîãèå ìàòåìàòèêè áûëè óâëå÷åíû èäåÿìè ðåôîðìû,
â òî âðåìÿ öàðèë äóõ âûñîêîé ñòåïåíè àáñòðàêöèè è ôîðìàëèçìà. Ïîýòîìó
íåêîòîðûé ïåðåêîñ â ýòîì íàïðàâëåíèè Ë.ß. Êóëèêîâûì áûë ñäåëàí ïîä
âëèÿíèåì ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ è ìíåíèé ðåöåíçåíòîâ.
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Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå â íîâûõ ó÷åáíûõ ïëàíàõ äëÿ ïîäãîòîâêè ó÷è-
òåëÿ ìàòåìàòèêè èìåë íîâûé êóðñ ¾Íàó÷íûå îñíîâû øêîëüíîãî êóðñà ìà-
òåìàòèêè¿, ïðîãðàììà êîòîðîãî áûëà ðàçðàáîòàíà À.Í. Êîëìîãîðîâûì.
Ýòîò êóðñ áûë ïðèçâàí çàíÿòü ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó òåîðå-
òè÷åñêèìè îáùåìàòåìàòè÷åñêèìè êóðñàìè è êóðñîì ìåòîäèêè ìàòåìàòè-
êè. Èçó÷åíèå ýòîãî êóðñà äîëæíî áûëî îáåñïå÷èòü çíàêîìñòâî ñòóäåíòîâ
ñ òåì, ïî êàêèì ìîòèâàì è êàêèå ðàçäåëû ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè âõîäÿò
â ïðîãðàììó øêîëû, ÷òî â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ îñòàåòñÿ èçëîæåííûì áåç
ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ è êàê ýòè ïðîáåëû ìîãóò áûòü âîñïîëíåíû.

Ïðè ñîñòàâëåíèè íîâûõ ó÷åáíûõ ïëàíîâ è ïðîãðàìì äëÿ ïåäâóçîâ íå âñå
óäàëîñü ïðåäóñìîòðåòü. Òàê, íå â ïîëíîé ìåðå áûëà îáåñïå÷åíà èõ ïðîôåñ-
ñèîíàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü íà ïîäãîòîâêó ó÷èòåëÿ. Êóðñ ¾Íàó÷íûå îñíî-
âû. . . ¿, âî ìíîãîì ïðèçâàííûé îáåñïå÷èòü òàêóþ íàïðàâëåííîñòü, íåäîë-
ãî ïðîäåðæàëñÿ â ó÷åáíîì ïëàíå. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âîïðîñû øêîëüíî-
ãî êóðñà ìàòåìàòèêè áóäóò îñâåùåíû â îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñàõ.
Îäíàêî èç-çà áîëüøîé íàñûùåííîñòè ïðîãðàìì òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì
ñäåëàòü ýòî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå óäàëîñü.

Âíåäðåíèå íîâûõ ó÷åáíûõ ïëàíîâ è ïðîãðàìì, ñîçäàííûõ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Ë.ß. Êóëèêîâà, èìåëî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ñîäåðæà-
íèå âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ áûëî ñóùåñòâåííî îáíîâëåíî è ïðèáëèæå-
íî ê ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå, ÷òî ïîçâîëèëî îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü ïîä-
ãîòîâêè êâàëèôèöèðîâàííîãî ó÷èòåëÿ, ðàçáèðàþùåãîñÿ â íàèáîëåå âàæ-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

Ãðóïïà Ãðîòåíäèêà K0 ïðîèçâîëüíîãî csp-êîëüöà

Òèìîøåíêî Å.À. (Òîìñê)

×åðåç Z è N îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü L åñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, è ïóñòü äëÿ êàæ-
äîãî p ∈ L âûáðàíî êîëüöî Rp, ñîâïàäàþùåå ëèáî ñ íåêîòîðûì êîëüöîì
âû÷åòîâ Z/pkZ (äëÿ ðàçëè÷íûõ p ÷èñëî k > 0 ìîæåò áûòü ðàçíûì), ëè-
áî ñ êîëüöîì öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Êîëüöî K è åãî èäåàë T çàäàäèì
ðàâåíñòâàìè

K =
∏
p∈L

Rp, T =
⊕
p∈L

Rp.

Íàçîâ¼ì csp-êîëüöîì âñÿêîå ïîäêîëüöî R êîëüöà K òàêîå, ÷òî T ⊂ R è
R/T ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâèòü êîëüöî Rp è åãî åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò ep ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èäåàëîì è èäåìïîòåíòîì êîëüöà R,
â ýòîì ñëó÷àå Rp = Rep. Êîëüöî Rp äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ ìîäóëüíóþ
ñòðóêòóðó êàê íàä ñàìèì ñîáîé, òàê è íàä êîëüöîì R; ïîýòîìó ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü âñå Rp êàê R-ìîäóëè. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ⊂ L ÷åðåç
eX îáîçíà÷èì èäåìïîòåíò êîëüöà R, êîòîðûé ðàâåí ñóììå ýëåìåíòîâ ep ïî
âñåì p ∈ X.

Ïóñòü R åñòü csp-êîëüöî. Äëÿ âñÿêîãî R-ìîäóëÿ M ÷åðåç r(M) îáî-
çíà÷èì ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ M/MT êàê (R/T )-ïðîñòðàíñòâà. Â ñòàòüå [2]
äîêàçàíî, ÷òî ìîäóëü MR ïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M ∼=
(⊕

i∈I

(1− eXi
)R

) � (⊕
p∈L

Fp

)
, (∗)

ãäå Fp � ñâîáîäíûå Rp-ìîäóëè è Xi ñóòü êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà èç L.

Åñëè äëÿ R-ìîäóëÿ M âûïîëíÿåòñÿ (∗), òî äëÿ âñÿêîãî p ∈ L ìîäóëü
Mep áóäåò ñâîáîäíûì Rp-ìîäóëåì. Ðàíã ýòîãî ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ (îïðåäå-
ëÿåìûé îäíîçíà÷íî) îáîçíà÷èì ÷åðåç rp(M). Èòàê, âñÿêîìó ïðîåêòèâíîìó
ìîäóëþ M ìû ñîïîñòàâèëè êàðäèíàëüíûå ÷èñëà r(M) è {rp(M)}p∈L. Ïî-
ëó÷åííûé íàáîð êàðäèíàëîâ áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ ïðî-
åêòèâíîãî R-ìîäóëÿ (â ñòàòüå [3] âïåðâûå ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ýòó
ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé). Â ðàáîòàõ [1, 2]
äîêàçàíû äâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Äâà ïðîåêòèâíûõ ìîäóëÿ íàä êîëüöîì R èçîìîðôíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ.

Òåîðåìà 2.ÏóñòüM, {Mp}p∈L � êàðäèíàëû è Y = {p ∈ L |Mp <M}.
Ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü M, îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì óñëîâè-
ÿì r(M) = M è rp(M) = Mp, ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ëèáî ìíîæåñòâî Y êîíå÷íî, ëèáî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëî-
âèÿ:

1) Y � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî;
2) {Mp | p ∈ Y } = {Nn | n ∈ N}, ãäå

N1 < N2 < ... < Nn < ... è sup
n∈N

Nn =
∑
n∈N

Nn = M;

3) äëÿ ëþáîãî n ∈ N ìíîæåñòâî {p ∈ L | Mp = Nn} êîíå÷íî.
Èç ýòèõ òåîðåì ìîæåò áûòü âûâåäåíà
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Òåîðåìà 3.Ïðîåêòèâíûé ìîäóëüMR êîíå÷íî ïîðîæä¼í â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå åãî èíâàðèàíòû êîíå÷íû è rp(M) = r(M) ïî-
÷òè äëÿ âñåõ p ∈ L.

×åðåç Υ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : L → N ∪ {0} òàêèõ,
÷òî f(p) ðàâíî îäíîìó è òîìó æå íåîòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó ïðè ïî÷òè âñåõ
p ∈ L. Î÷åâèäíî, ÷òî Υ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 1�3 ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî Υ åñòü ìîíîèä êëàññîâ èçîìîðôíûõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïðîåêòèâ-
íûõ R-ìîäóëåé (ìîäóëþMR ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ fM , ãäå fM(p) = rp(M)
äëÿ âñåõ p ∈ L).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ãðîòåíäèêà ìîíîèäà êëàññîâ èçîìîðôíûõ êîíå÷-
íî ïîðîæä¼ííûõ ïðîåêòèâíûõ R-ìîäóëåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçK0(R). Ñ ó÷¼-
òîì ñòðîåíèÿ ìîíîèäà Υ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4. Äëÿ âñÿêîãî csp-êîëüöà R âûïîëíåíî K0(R)
∼=

⊕
ℵ0

Z.
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Èäåìïîòåíòíûå àáåëåâû ãðóïïû

Òèñîâñêèé À.Ã. (Ìîñêâà)

Àáåëåâó ãðóïïó A áóäåì íàçûâàòü èäåìïîòåíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà a ∈ A ñóùåñòâóåò óìíîæåíèå µa ∈ MultA, òàêîå ÷òî µa(a, a) = a.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà ëþáîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ èäåìïî-
òåíòíîé ãðóïïîé, à çíà÷èò, ëþáàÿ äåëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ è ëþáàÿ
ýëåìåíòàðíàÿ p-ïðèìàðíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé.

Äëÿ èäåìïîòåíòíûõ ãðóïï âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

� Ïðÿìàÿ ñóììà è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èäåìïîòåíòíûõ ãðóïï ÿâëÿ-
åòñÿ èäåìïîòåíòíîé ãðóïïîé.
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� Åñëè B � âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà èäåìïîòåíòíîé ãðóï-
ïû A, òî B � èäåìïîòåíòíàÿ ãðóïïà.

� Åñëè B � âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà èäåìïîòåíòíîé ãðóï-
ïû A, òî A/B � èäåìïîòåíòíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � èäåìïîòåíòíàÿ ãðóïïà, òîãäà

1. Äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, à p-ïðè-
ìàðíàÿ ÷àñòü � ýëåìåíòàðíîé ãðóïïîé;

2. Åñëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó p-ýëåìåíòàðíûõ ãðóïï;

3. Åñëè A � ãðóïïà áåç p-êðó÷åíèÿ, òî A � p-äåëèìàÿ ãðóïïà, â ÷àñò-
íîñòè, åñëè A � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî A � äåëèìàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå. sp-ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ñìåøàííàÿ ãðóï-
ïà A c áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ p-ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò, òàêàÿ ÷òî
åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

⊕
p∈P

tp(A) → A ïðîäîëæàåòñÿ äî ñåðâàíòíîãî âëîæå-

íèÿ A→
∏
p∈P

tp(A).

Òåîðåìà 2. Åñëè A � ñìåøàííàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà, òî A � sp-ãðóïïà, âñå p-êîìïîíåíòû êîòîðîé ýëåìåíòàðíûå.

Î èíâàðèàíòàõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï ñ ôèòòèíãîâûìè
ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè íîðìàëüíîãî ðàíãà 6 2

Òðîôèìóê À.À. (Áðåñò, Áåëàðóñü)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Âñå îáîçíà÷åíèÿ è èñïîëü-
çóåìûå îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò [1�2]. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíûé ðàíã
rn(P ) p-ãðóïïû P îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rn(P ) = max
X▹P

logp|X/Φ(X)|,

ãäå X ïðîáåãàåò âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû P , â òîì ÷èñëå è P .
Çäåñü Φ(X) � ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû X.

Â.Ñ. Ìîíàõîâûì â [3] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íèëüïîòåíòíàÿ äëèíà ðàç-
ðåøèìîé ãðóïïû ñ ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè íîðìàëüíîãî ðàíãà 6 2 íå
ïðåâûøàåò 4.
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À.À. Òðîôèìóê â ðàáîòå [4] çàìåòèë, ÷òî äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé äëè-
íû ðàçðåøèìîé ãðóïïû äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïîðÿäêè ñèëîâñêèõ ïîä-
ãðóïï òîëüêî åå ïîäãðóïïû Ôèòòèíãà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåí-
íàÿ çàäà÷à: ïîëó÷èòü îöåíêè ïðîèçâîäíîé è íèëüïîòåíòíîé äëèíû ðàçðå-
øèìîé ãðóïïû, ó êîòîðîé íîðìàëüíûé ðàíã ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èç ïîä-
ãðóïïû Ôèòòèíãà íå ïðåâûøàåò 2. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà.Ïóñòü G �� ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è rn(P ) 6 2 äëÿ ëþáîé ñèëîâ-
ñêîé ïîäãðóïïû P ïîäãðóïïû F (G). Òîãäà íèëüïîòåíòíàÿ äëèíà ãðóïïû G
íå ïðåâûøàåò 4, à ïðîèçâîäíàÿ äëèíà ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå Ôðàòòèíè
íå ïðåâûøàåò 5. Çäåñü F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G.
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Ïîëÿ ðàñùåïëåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ è
ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ àëãåáð êâàçèýíäîìîðôèçìîâ

Ôàðóêøèí Â.Õ. (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ p-ëîêàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ðàíãà. Àëãåáðîé êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êîëüöî åå ýíäîìîðôèçìîâ [1].
Äëÿ p-ëîêàëüíîé ãðóïïû A ïîëå K íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàñùåïëåíèÿ, åñ-
ëè A � R ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äåëèìîãî è ñâîáîäíîãî R-ìîäóëåé, ãäå
R = K ∩ Ẑp, Ẑp � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë [2].

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ñòðîãî ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå íåêîììóòàòèâíîé
ðàöèîíàëüíîé àëãåáðû êâàçèýíäîìîðôèçìîâ p-ëîêàëüíîé ñèëüíî íåðàçëî-
æèìîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ åå ïîëåì ðàñùåï-
ëåíèÿ.
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Òåîðåìà 2. Âñÿêîå ïîëå ðàñùåïëåíèÿ p-ëîêàëüíîé ñèëüíî íåðàçëîæè-
ìîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ñ íåêîììóòàòèâíîé ðàöèîíàëü-
íîé àëãåáðîé êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ñîäåðæèò ïîëå ðàçëîæåíèÿ äàííîé àë-
ãåáðû êâàçèýíäîìîðôèçìîâ.
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Äîïóñòèìûå ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû

Ôîìèí À.À. (Ìîñêâà)

Ïóñòü χ = (mp) � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rχ

ïîäãðóïïó àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q òàêóþ, ÷òî
Z ⊆ Rχ ⊆ Q è 1 èìååò õàðàêòåðèñòèêó χ â ãðóïïå Rχ.

Ðàññìîòðèì êîëüöî Zχ =
∏
p
Kp, ãäå Kp � ëèáî êîëüöî êëàññîâ âû÷å-

òîâ ïî ìîäóëþ pmp ïðè mp < ∞, ëèáî êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë
ïðè mp = ∞. Ñåðâàíòíàÿ îáîëî÷êà åäèíèöû ýòîãî êîëüöà ⟨1⟩∗ ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïîé ðàíãà 1, åñëè χ � õàðàêòåðèñòèêà íåíóëåâîãî
òèïà, è îáîçíà÷àåòñÿ Rχ. Åñëè æå χ � õàðàêòåðèñòèêà íóëåâîãî òèïà, òî
Rχ = Zχ �Q òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïîé ðàíãà 1. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ Rχ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé, êîòîðàÿ ñëóæèò áàçèñîì ôàê-
òîðíî äåëèìîé ãðóïïû Rχ. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ Rχ ñ åäèíèöåé â êà÷åñòâå
áàçèñà è ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà Rχ ñ åå åäèíèöåé â êà÷åñòâå áàçèñà
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííûìè â ñìûñëå äâîéñòâåííîñòè [1].

Â àääèòèâíîé ãðóïïå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì Q ñ áà-
çèñîì x1, . . . , xn ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó B = x1Rχ1

� . . . � xnRχn
, ãäå

Ξ = (χ1, . . . , χn) � íåêîòîðûé íàáîð õàðàêòåðèñòèê. Ãðóïïà B ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ ñ áàçèñîì x1, . . . , xn. Äâîéñòâåí-
íàÿ åé ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà B∗ = x∗1R

χ1�. . .�x∗nRχn ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1. Áàçèñ x∗1, . . . , x

∗
n ôàêòîðíî äå-

ëèìîé ãðóïïû B∗ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì áàçèñó x1, . . . , xn ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ B.

Öåëüþ äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå òàê íàçûâàåìûõ ¾äîïóñòè-
ìûõ¿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï A îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèê Ξ = (χ1, . . . , χn) ïðè ïîìîùè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Âñå ýòè ãðóïïû èìåþò îáùèé
áàçèñ x1, . . . , xn, B ⊆ A è ôàêòîðãðóïïà A/B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíò t íåêîòîðîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì
îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèêè χ = (mp), åñëè åãî ïîðÿäîê êîíå÷åí è
mp = 0 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ïîðÿäêà ýëåìåíòà t.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ãðóïïà Rχ�⟨t⟩ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðíî äåëèìîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà t � äîïóñòèìûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðè-
ñòèêè χ. Áîëåå òîãî, åñëè ãðóïïà Rχ�⟨t⟩ ôàêòîðíî äåëèìàÿ, òî ýëåìåíò
1 + t ∈ Rχ � ⟨t⟩ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû Rχ � ⟨t⟩.
Îïðåäåëåíèå 2.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T = (t1, . . . , tn)� ïåðèîäè÷åñêèõ

ýëåìåíòîâ ãðóïïû GT = ⟨t1, . . . , tn⟩ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé îòíîñèòåëü-
íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèê Ξ = (χ1, . . . , χn), åñëè äëÿ âñÿêî-
ãî i ýëåìåíò ti ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèêè χi.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü B = x1Rχ1
�. . .�xnRχn

è B∗ = x∗1R
χ1�. . .�x∗nRχn �

âçàèìíî äâîéñòâåííûå ãðóïïû, êàê ýòî áûëî îïðåäåëåíî âûøå. Ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ T = (t1, . . . , tn) îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè õàðàêòåðèñòèê Ξ = (χ1, . . . , χn):

1. Ãðóïïà B∗�GT ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðíî äåëèìîé è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1. Ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ x∗1 + t1, . . . , x

∗
n + tn ñîñòàâëÿåò áàçèñ ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû

B∗ �GT .

2. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ AT , äâîéñòâåííàÿ ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïå
B∗ � GT îòíîñèòåëüíî áàçèñà x∗1 + t1, . . . , x

∗
n + tn, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé ñ äâîéñòâåííûì áàçèñîì x1, . . . , xn. Ïðè
ýòîì, B ⊆ AT è AT/B ∼= GT . Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ äîïóñòèìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T îïðåäåëÿåò äîïóñòèìóþ ïî÷òè âïîëíå ðàçëî-
æèìóþ ãðóïïó AT .

3. Ïóñòü AS � äîïóñòèìàÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà, êîòî-
ðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äðóãîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðèî-
äè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ S = (s1, . . . , sn) îòíîñèòåëüíî òîé æå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèê Ξ = (χ1, . . . , χn). Âêëþ÷åíèå AT ⊆ AS

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì
η : GS → GT , ïðè êîòîðîì η(s1) = t1, . . . , η(sn) = tn.
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Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæè-
ìîé ãðóïïû ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòèê òàê, ÷òî
äàííàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè õàðàêòåðèñòèê. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì äëÿ èçó÷åíèÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï. Îí áûë ïðèìåíåí â [2]
äëÿ àíàëèçà èçâåñòíûõ ãðóïï À.Ë.Ñ. Êîðíåðà [3] c àíîìàëüíûìè ïðÿìûìè
ðàçëîæåíèÿìè.
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Ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè
ïðàâûõ è ëåâûõ íóëåé

Õàëèóëëèíà À.Ð. (Ìîñêâà)

Ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé S (ñì. [1]) � ýòî ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì
çàäàíî äåéñòâèå ïîëóãðóïïû S, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå x(st) = (xs)t ïðè
x ∈ X, s, t ∈ S. Êîïðîèçâåäåíèå

⨿
i∈I Xi ñåìåéñòâà ïîëèãîíîâ {Xi | i ∈ I}

íàä ïîëóãðóïïîé S � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîëèãîíîâ. Ðåø¼òêó
êîíãðóýíöèé ïîëèãîíà X áóäåì îáîçíà÷àòü ConX.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ íóëåé S è
Y = XS, A = X \ Y . Ðåø¼òêà ConX ìîäóëÿðíà â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè |Y | 6 3, |A| 6 2 è aS ∩ bS ̸= ∅ ïðè a, b ∈ A è a ̸= b.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ íóëåé S. Òîãäà
ðåø¼òêà ConX äèñòðèáóòèâíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ëèáî
|X| 6 2, ëèáî X ∼= {a, 1, 2}, ãäå aS ⊆ {1, 2}.

Ïóñòü òåïåðü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé S. Òîãäà
xs = ys ⇔ xt = yt ïðè ëþáûõ x, y ∈ X, s, t ∈ S, ïîýòîìó îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè σ(s) = {(x, y)|xs = ys} íå çàâèñèò îò s. Ïóñòü Xi (i ∈ I) �
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êëàññû ýòîãî îòíîøåíèÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Xi � êîïðÿìî íåðàç-
ëîæèìûå ïîäïîëèãîíû è |Xis| = 1 ïðè ëþáîì s ∈ S. Ïóñòü Xis = {yis}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γij äâóäîëüíûé ãðàô, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí åñòü
Xi ∪Xj, à ð¼áðàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû (yis, yjs), ãäå s ∈ S.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé S è
Yi = Xi ∩XS ïðè i ∈ I. Ðåø¼òêà êîíãðóýíöèé ConX ìîäóëÿðíà â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) |I| 6 3;

(ii) |Xi| 6 3 äëÿ ëþáîãî i ∈ I;

(iii) åñëè Xi ̸= Yi ïðè íåêîòîðîì i, òî Xj = Yj ïðè âñåõ j ̸= i;

(iv) äëÿ ëþáûõ i ̸= j ãðàô Γij ñâÿçåí.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé S. Ðå-
ø¼òêà ConX äèñòðèáóòèâíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ:

(i) |I| 6 2;

(ii) |Xi| 6 2 äëÿ êàæäîãî i ∈ I;

(iii) åñëè X = X1

⨿
X2, òî ëèáî Y1 = X1, ëèáî Y2 = X2;

(iv) ãðàô Γ12 ñâÿçåí.

Ëèòåðàòóðà
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Î p-ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû ñ çàäàííûìè
èíäåêñàìè íåêîòîðûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï

Õîäàíîâè÷ Ä.À. (Ãîìåëü, Áåëàðóñü)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ p-çàìêíóòîé, åñëè åå ñè-
ëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà, è p-íèëüïîòåíòíîé, åñëè â ãðóïïå èìååò-
ñÿ íîðìàëüíîå äîïîëíåíèå ê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå. ×åðåç Op(G) îáîçíà-
÷àåòñÿ íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ãðóïïîé Øìèäòà
íàçûâàþò íåíèëüïîòåíòíóþ ãðóïïó, ó êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå ïîäãðóï-
ïû íèëüïîòåíòíû. Èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà î íîðìàëüíûõ äîïîëíåíèÿõ ê
ñèëîâñêèì ïîäãðóïïàì âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà, â êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå
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ïîäãðóïïû p-íèëüïîòåíòíû ëèáî ñàìà p-íèëüïîòåíòíà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ p-
çàìêíóòîé ãðóïïîé Øìèäòà ([1], òåîðåìà IV.5.4).

Â 1954 ãîäó Á. Õóïïåðò óñòàíîâèë ñâåðõðàçðåøèìîñòü ãðóïïû, ó êîòî-
ðîé èíäåêñû ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ïðîñòûå ÷èñëà [2]. Â ýòîé æå ðàáîòå
îí ïîñòàâèë âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû, ó êîòîðîé èíäåêñû ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè èëè êâàäðàòàìè ïðîñòûõ
÷èñåë. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷èë Ô. Õîëë ([1], òåîðå-
ìà VI.9.4). Äåòàëüíîå èçó÷åíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ òàêèìè èíäåêñàìè ìàê-
ñèìàëüíûõ ïîäãðóïï îñóùåñòâëåíî â ðàáîòàõ [3�5].

Âïîëíå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ ñòðîåíèÿ êîíå÷íîé ãðóï-
ïû, ó êîòîðîé ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ëèáî p-íèëüïîòåíòíû (â ÷àñòíî-
ñòè, íèëüïîòåíòíû), ëèáî èìåþò ñâîèì èíäåêñîì ïðîñòîå ÷èñëî èëè êâàä-
ðàò ïðîñòîãî ÷èñëà. Â ýòîì íàïðàâëåíèè íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ïóñòü p � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà êîíå÷íîé
ãðóïïû G è p > 3. Åñëè â ãðóïïå G èíäåêñ êàæäîé íå p-íèëüïîòåíòíîé
ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû åñòü ïðîñòîå ÷èñëî èëè êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà, òî ôàêòîð-ãðóïïà G/Op(G) p-íèëüïîòåíòíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà êî-
íå÷íîé ãðóïïû G. Åñëè â ãðóïïå G èíäåêñ êàæäîé íå p-íèëüïîòåíòíîé
ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû åñòü ïðîñòîå ÷èñëî èëè êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà, òî ãðóïïà G p-ðàçðåøèìà è lp(G) 6 2.

Çäåñü lp(G) � p-äëèíà ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2 ([6], òåîðåìà 4.1). Åñëè â ãðóïïå G èíäåêñ êàæäîé
íåíèëüïîòåíòíîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû åñòü ïðîñòîå ÷èñëî ëèáî êâàä-
ðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, òî ãðóïïà G ðàçðåøèìà è G ∈ NN2U.

Çäåñü N è U � êëàññû âñåõ íèëüïîòåíòíûõ è ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï,
N2 � êëàññ âñåõ 2-ãðóïï, à NN2U � èõ ôîðìàöèîííîå ïðîèçâåäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3 ([7], òåîðåìà 1.2). Åñëè â ãðóïïå G èíäåêñ êàæäîé
íåíèëüïîòåíòíîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû åñòü ïðîñòîå ÷èñëî, òî ãðóï-
ïà G ðàçðåøèìà è ëèáî ãðóïïà G ìåòàáåëåâà, ëèáî G p-íèëüïîòåíòíà è
q-çàìêíóòà äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ p è q.

Ïðèìåð. Â òåîðåìå ïðè p = 3 ôàêòîðãðóïïà G/Op(G) ìîæåò áûòü íå
3-íèëüïîòåíòíîé. Ïðèìåðîì ñëóæèò ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S4 ñòåïåíè 4.



82

Ëèòåðàòóðà

[1] Huppert B. Endliche Gruppen I / Berlin�Heidelberg�New York: Springer,
1967.

[2] Huppert B. Normalteiler und maximale Untergruppen endlicher Gruppen //
Math. Zeitschr. 1954. V. 60. P. 409�434.

[3]Êàìîðíèêîâ Ñ.Ô.Ê òåîðåìå Ô. Õîëëà // Âîïðîñû àëãåáðû. 1990. Âûï. 5.
Ñ. 45�52.

[4] Ìîíàõîâ Â.Ñ., Ãðèáîâñêàÿ Å.Å. Î ìàêñèìàëüíûõ è ñèëîâñêèõ ïîäãðóï-
ïàõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï // Ìàòåì. çàìåòêè. 2001. Ò. 70, � 4.
Ñ. 603�612.

[5] Ìîíàõîâ Â.Ñ., Ñåëüêèí Ì.Â., Ãðèáîâñêàÿ Å.Å. Î ðàçðåøèìûõ íîðìàëü-
íûõ ïîäãðóïïàõ êîíå÷íûõ ãðóïï // Óêð. ìàò. æóðí. 2002. Ò. 54, � 7. Ñ. 940�
950.

[6] Õîäàíîâè÷ Ä.À. Î p-ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû ñ îãðàíè÷åííû-
ìè èíäåêñàìè íåíèëüïîòåíòíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï // Âåñòíèê ÏÃÓ,
ñåðèÿ Ñ � ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå íàóêè¿. 2005, � 4. Ñ. 18�22.

[7] Lu J., Pang L., Zhong X. Finite groups with non-nilpotent maximal subgroups
// Monatsh. math. 2013. V. 171. P. 425�431.

T -êîëüöà è èõ àääèòèâíûå ãðóïïû

Öàðåâ À.Â. (Ìîñêâà)

Àññîöèàòèâíîå êîëüöî K ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ E-êîëüöîì, åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì:

1) îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó a ∈ K ýíäîìîðôèçì
ëåâîãî óìíîæåíèÿ λa ∈ E(K+), ãäå λa(x) = ax, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì êîëåö K è E(K+);

2) K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è K ∼= E(K+);

3) åñëè f ∈ E(K+) è f(1) = 0, òî f = 0.

Àääèòèâíûå ãðóïïû E-êîëåö íàçûâàþòñÿ E-ãðóïïàìè.

Â 1977 ãîäó Ð. Áîóøåë è Ô. Øóëüö [1] ðàññìîòðåëè è îïèñàëè E-êîëüöà
ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå îíè íàçâàëè T -êîëüöàìè.
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Îïðåäåëåíèå 1. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé K íàçûâàåòñÿ T -
êîëüöîì, åñëè óìíîæåíèå

µ : K �Z K → K, µ(a� b) = ab,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àääèòèâíûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 1 [1]. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. K � T -êîëüöî;

2. K � E-êîëüöî è K �K = K �K K;

3. K/t(K) èçîìîðôíî ïîäêîëüöó ïîëÿ Q è åñëè tp(K
+) ̸= 0, òî tp(K

+)
� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è K/t(K) äåëèòñÿ íà p.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíåé òåîðåìîé Ø. Ôåéãåëüñòîê â ñâîåé êíèãå "Additive
groups of rings" [2] ïîñòàâèë ñëåäóþùèé

Âîïðîñ [2, 4.7.30]. Ïóñòü ãðóïïà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) r(A/t(A)) = 1;

2) A/t(A) èìååò èäåìïîòåíòíûé òèï;

3) tp(A) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðè ëþáîì p;

4) åñëè tp(A) ̸= 0, òî A/tp(A) � p-äåëèìàÿ ãðóïïà.

Âåðíî ëè, ÷òî òîãäà A ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé T -êîëüöà?

Óñëîâèÿ èç âîïðîñà Ôåéãåëüñòîêà, êîíå÷íî æå, ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìû-
ìè äëÿ àääèòèâíûõ ãðóïï T -êîëåö, íî íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Ïðî-
èëëþñòðèðóåì ýòî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé êîíñòðóê-
öèè. Ïóñòü χ = (2, 2, . . .) � õàðàêòåðèñòèêà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ äâîåê, è
Zχ =

∏
p∈P

Zp2, ãäå P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç εp

åäèíèöó êîëüöà Zp2 è ðàññìîòðèì â Zχ ïîäãðóïïó A, ñåðâàíòíî ïîðîæäåí-
íóþ ýëåìåíòîì α = (pεp)p∈P ,

A = ⟨α⟩∗ ⊂
∏
p∈P

Zp2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà A óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì âîïðîñà
Ôåéãåëüñòîêà, íî ïðè ýòîì íà ãðóïïå A íåëüçÿ çàäàòü ñòðóêòóðó êîëüöà
ñ 1, à çíà÷èò, A íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé íèêàêîãî T -êîëüöà.
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Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå âîïðîñà Ôåéãåëüñòîêà íå îçíà÷àåò íåâîçìîæíî-
ñòè îïèñàíèÿ àääèòèâíûõ ãðóïï T -êîëåö íà ÿçûêå ýëåìåíòàðíûõ ãðóïïî-
âûõ òåðìèíîâ. Áîëåå òîãî, òàêîå îïèñàíèå áûëî ïîëó÷åíî ðàçíûìè ñïîñîáà-
ìè Äæ. Óèëñîíîì â 1987 ã. [3] è àâòîðîì â 2013 ã. [4]. Äæ. Óèëñîí äîïîëíèë
óñëîâèÿ Ôåéãåëüñòîêà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2 [3]. Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé T -êîëüöà, òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. A óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èç âîïðîñà Ôåéãåëüñòîêà;

2. Â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a, òàêîé ÷òî ïðè ëþáîé ïðîåêöèè
πp : A→ tp(A) ýëåìåíò πp(a) ïîðîæäàåò ãðóïïó tp(A).

Îïèñàíèå Óèëñîíà èíòåðåñíî åùå è òåì, ÷òî åãî 2-å óñëîâèÿ, ïî âèäè-
ìîìó, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ òàê íàçûâàåìîãî óñëîâèÿ
íà ïðîåêöèè (projection condition), êîòîðîå ñ ñåðåäèíû 1990-õ ãã. øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàáîòå ñî ñìåøàííûìè ñàìîìàëûìè ãðóïïàìè. Êðîìå òî-
ãî, Äæ. Óèëñîí çàìåòèë, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
èç âîïðîñà Ôåéãåëüñòîêà, äîïóñêàåò ñòðóêòóðó êîëüöà (A, ·), ïðè êîòîðîé
îòîáðàæåíèå µ : A�A→ A, äåéñòâóþùåå ïî çàêîíó µ(a�b) = ab, ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (óñëîâèå 2 èç òåîðåìû 2) íåîáõî-
äèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ íà ãðóïïå A ñòðóêòóðû
êîëüöà ñ åäèíèöåé.

Â ñòàòüå [4] äëÿ õàðàêòåðèçàöèè àääèòèâíûõ ãðóïï T -êîëåö ìû èñïîëü-
çîâàëè ôàêòîðíî äåëèìûå ãðóïïû.

Òåîðåìà 3 [4]. Åñëè K � áåñêîíå÷íîå T -êîëüöî, òî åãî àääèòèâíàÿ
ãðóïïà � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ðàíãà 1. Åñëè A � ôàêòîðíî äåëèìàÿ
ãðóïïà ðàíãà 1, òî íà íåé ñóùåñòâóåò óìíîæåíèå, ïðåâðàùàþùåå ãðóïïó
A â T -êîëüöî.
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Î êîëüöàõ êâàçèýíäîìîðôèçìîâ íåêîòîðûõ
êâàçèðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï

áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 4

×åðåäíèêîâà À.Â. (Êîñòðîìà)

Â ðàáîòå ïîä ñëîâîì ¾ãðóïïà¿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó-
÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, çàïèñàííàÿ àääèòèâíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïñåâäîöîêîëåì SocG ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíàÿ
ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè åå ìèíèìàëüíûìè ñåðâàíòíûìè âïîëíå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè
îíà íå îáëàäàåò ñîáñòâåííûìè ñåðâàíòíûìè âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ïîäãðóïïàìè. Äðóãèå èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ïîíÿòèÿ îáùåïðèíÿòû è ñî-
îòâåòñòâóþò ìîíîãðàôèè [1].

×åðåç Q îáîçíà÷èì ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à ÷åðåç IT (G) è OT (G) �
ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííèé è âíåøíèé òèïû ãðóïïû G. Äëÿ ãðóïï G è H
çàïèñü G

.
= H îçíà÷àåò, ÷òî G êâàçèðàâíà H.

Åñëè ãðóïïà R ðàíãà 1 èìååò òèï τ , òî áóäåì ïèñàòü t(R) = τ . Ïóñòü
Ri è Rj � ãðóïïû ðàíãà 1 òàêèå, ÷òî t(Ri) = τi è t(Rj) = τj. Òîãäà çàïèñü
τiξτj îçíà÷àåò, ÷òî òèï τi íåñðàâíèì ñ òèïîì τj.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíî îïèñàíèå êîëåö êâàçèýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 4, êâàçèðàçëîæèìûõ â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï A1, A2

ðàíãà 1 è ñèëüíî íåðàçëîæèìîé ãðóïïû B ðàíãà 2 â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïû
êâàçèãîìîìîðôèçìîâ Q�Hom(Ai, B) è Q�Hom(B,Ai) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2
èìåþò ðàíã 1 èëè ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. Äîêàçàíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà èëè àíòèèçîìîðôèçìà ñóùåñòâóþò 34 àëãåáðû è 3 áåñêîíå÷íûõ
ñåðèè àëãåáð, ÿâëÿþùèõñÿ àëãåáðàìè êâàçèýíäîìîðôèçìîâ òàêèõ ãðóïï. Â
÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà ðàíãà 4, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî êâà-
çèðàçëîæåíèå

G
.
= A1 � A2 �B,

ãäå t(A1) = τ1, t(A2) = τ2, IT (B) = τ3, OT (B) = τ4. Ïóñòü ãðóïïû êâà-
çèãîìîìîðôèçìîâ Q � Hom(Ai, B) è Q � Hom(B,Ai) (i = 1, 2) èìåþò
ðàíã 1. Êîëüöî K ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå àëãåáðû êâàçèýíäîìîðôèçìîâ
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E(G) ãðóïïû G, K ∼= E(G), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K èçîìîðôíî
îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

A
(1)
8 =




α11 0 α13 0
0 α22 0 α24

α31 0 α33 0
0 α42 0 α44


∣∣∣∣∣∣∣∣αij ∈ Q

, A
(2)
8 =




α11 0 α13 0
0 α22 α23 0
0 0 α33 0
α41 α42 α43 α33


∣∣∣∣∣∣∣∣αij ∈ Q

,

A
(1)
9 =




α11 0 α13 0
α21 α22 α23 0
0 0 α33 0
α41 α42 α43 α33


∣∣∣∣∣∣∣∣αij ∈ Q

, A
(1)
10 =




α11 α12 α13 0
α21 α22 α23 0
α31 α32 α33 0
0 0 0 α44


∣∣∣∣∣∣∣∣αij ∈ Q

,

A
(2)
10 =




α11 α12 α13 0
α21 α22 α23 0
0 0 α33 0
α41 α42 α43 α33


∣∣∣∣∣∣∣∣αij ∈ Q

.

Ïðè ýòîì:
1) K ∼= A

(1)
8 ⇔ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) τ1ξτ2, τ3 < τ1 < τ4, τ3 < τ2 < τ4 è ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå
ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû C, C ′, D è D ′ ðàíãà 1 ãðóïïû B òàêèå, ÷òî
t(B/D) 6 τ1 6 t(C) è t(B/D ′) 6 τ2 6 t(C ′);
b) B = Soc B è B íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ãðóïïîé;

2) K ∼= A
(2)
8 ⇔ τ1ξτ2, τ3 < τ1 < τ4, τ3 < τ2 < τ4, B ̸= Soc B è ñóùåñòâó-

þò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû C, C ′, D è D ′ ðàíãà
1 ãðóïïû B òàêèå, ÷òî t(B/D) 6 τ1 6 t(C) è t(B/D ′) 6 τ2 6 t(C ′);

3) K ∼= A
(1)
9 ⇔ τ1 < τ2, τ3 < τ1 < τ4, τ3 < τ2 < τ4, B ̸= SocB è ñóùå-

ñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû C, C ′, D è D ′

ðàíãà 1 ãðóïïû B òàêèå, ÷òî t(B/D) 6 τ1 6 t(C) è t(B/D ′) 6 τ2 6 t(C ′);

4) K ∼= A
(1)
10 ⇔ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) τ1 = τ2, τ3 < τ1 < τ4, τ3 < τ2 < τ4 è ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-
íûå ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû C, C ′, D è D ′ ðàíãà 1 ãðóïïû B òàêèå, ÷òî
t(B/D) 6 τ1 6 t(C) è t(B/D ′) 6 τ2 6 t(C ′);
b) B = Soc B è B íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ãðóïïîé;

5) K ∼= A
(2)
10 ⇔ τ1 = τ2, τ3 < τ1 < τ4, τ3 < τ2 < τ4, B ̸= SocB è ñóùå-

ñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû C, C ′, D è D ′

ðàíãà 1 ãðóïïû B òàêèå, ÷òî t(B/D) ≤ τ1 ≤ t(C) è t(B/D ′) ≤ τ2 ≤ t(C ′).

Çàìå÷àíèå. Â îáîçíà÷åíèè àëãåáðû A
(j)
i íèæíèé èíäåêñ i åñòü åå ðàç-

ìåðíîñòü íàä Q, à âåðõíèé èíäåêñ j � ïîðÿäêîâûé íîìåð àëãåáðû.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ôóêñ Ë. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû / Ì.: Ìèð, 1974. Ò. 1; 1977. Ò.2.
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Î ïðîåêòèâíî âïîëíå òðàíçèòèâíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ

×åõëîâ À.Ð. (Òîìñê)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HG(g) � âûñîòíóþ ìàòðèöó ýëåìåíòà g ãðóïïû G.
Â ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé âìåñòî HG(g) ðàññìàòðèâàåì
èíäèêàòîð UG(g) ýëåìåíòà g; àíàëîãè÷íî, åñëè G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ,
ðàññìàòðèâàåì åãî õàðàêòåðèñòèêó χG(g). ×åðåç o(g) îáîçíà÷àåòñÿ ïîðÿäîê
ýëåìåíòà g; E(G) � êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G; End(G) = E(G)+ �
åå ãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ; Proj(G) � ïîäêîëüöî â E(G), ïîðîæäåííîå âñå-
ìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà E(G); Π(G) � ïîäãðóïïó â End(G), ïîðîæäåí-
íóþ âñåìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà E(G). Åñëèm � íåêîòîðîå êàðäèíàëüíîå
÷èñëî, òî A(m) � ïðÿìàÿ ñóììàm ÷èñëà êîïèé ãðóïïû A. Z� êîëüöî öåëûõ
÷èñåë, Q � êîëüöî (àääèòèâíàÿ ãðóïïà) âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. r(A) �
ðàíã, à T (A) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû A.

Íà ìíîæåñòâå N ∪ {∞} ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå 4: ïîëàãàåì
m 4 n ⇔ m,n ∈ N è n | m èëè m = ∞.

Ðÿäîì àâòîðîâ èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå êëàññû âïîëíå òðàíçèòèâíûõ ãðóïï
(ñì., íàïðèìåð, [1]). Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ âïîëíå òðàíçè-
òèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G ñ óñëîâèåì HG(x) 6 HG(y) è o(x) 4 o(y)
íàéäåòñÿ α ∈ E(G) ñî ñâîéñòâîì α(x) = y. Åñëè ãðóïïà G ðåäóöèðîâàíà,
òî óñëîâèå o(x) 4 o(y) ìîæíî îïóñòèòü.

Ñëåäóÿ [2] ãðóïïó G íàçîâåì ïðîåêòèâíî âïîëíå òðàíçèòèâíîé (êðàò-
êî, pft-ãðóïïîé), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G ñ óñëîâèåì HG(x) 6 HG(y) è
o(x) 4 o(y) íàéäåòñÿ α ∈ Proj(G) ñî ñâîéñòâîì α(x) = y; åñëè α ìîæíî
âûáðàòü èç Π(G), òî ãðóïïó íàçîâåì spft-ãðóïïîé. Åñëè E(G) = Proj(G),
òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ IG-ãðóïïîé, à åñëè E(G) = Π(G), òî � IS-ãðóïïîé.
Â [2] èçó÷àëèñü IG-ãðóïïû è IS-ãðóïïû, à òàêæå ïðèìàðíûå pft-ãðóïïû è
spft-ãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äåëèìàÿ ãðóïïà D = D0 � (
⊕

p∈ΠDp) ÿâëÿåòñÿ IG-
ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, åñëè D0 ̸= 0, òî r(D0) > 2; è äëÿ
êàæäîãî p ∈ Π, åñëè Dp ̸= 0, òî r(Dp) > 2.

Ïðåäëîæåíèå 2. Âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G ÿâëÿåò-
ñÿ IG-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå îäíîðîäíàÿ êîìïî-
íåíòà, äåëèìàÿ õîòÿ áû íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, èìååò ðàíã > 2; ìíîæå-
ñòâî æå îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò, èìåþùèõ ðàíã 1, êîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Âåêòîðíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G =
∏

t∈ΩGt, ãäå
Gt � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ðàíãà 1 òèïà t, à Ω � íåêîòîðîå ìíî-
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æåñòâî òèïîâ, ÿâëÿåòñÿ IG-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæ-
äàÿ ãðóïïà Gt, äåëèìàÿ õîòÿ áû íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, èìååò ðàíã > 2;
ìíîæåñòâî æå ãðóïï Gt, èìåþùèõ ðàíã 1, êîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 4.Äåëèìàÿ ãðóïïà D = D0�T (D) ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé
åñëè è òîëüêî åñëè D0 ̸= 0, òî r(D0) > 1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè G = D � A, ãäå D � äåëèìàÿ, à A � ðåäóöè-
ðîâàííàÿ ÷àñòè ãðóïïû G, òî G ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî,
spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D è A � pft-ãðóïïû (ñîîòâåò-
ñòâåííî, spft-ãðóïïû).

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè A =
⊕

i∈I Ai, ãäå êàæäàÿ Ai ÿâëÿåòñÿ pft-
ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé), òî A ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñî-
îòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A âïîëíå òðàí-
çèòèâíà.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè G =
⊕

i∈I Ai ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ
è Hom(Ai, Aj) = 0 èëè Hom(Aj, Ai) = 0 äëÿ ëþáûõ i ̸= j, òî G ÿâëÿåòñÿ
pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäàÿ Ai ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) è åñëè
pAi ̸= Ai, òî pAj = Aj äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáûõ i ̸= j, ãäå
i, j ∈ I.

Ñëåäñòâèå 8.Ïóñòü κ > 1 è G ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé èëè îäíîðîäíîé
ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) G âïîëíå òðàíçèòèâíà;

(b) G(κ) âïîëíå òðàíçèòèâíà;

(c) G(κ) ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé.

Ëåììà 9. Åñëè A � âïîëíå òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà, âñå íåíóëåâûå ýí-
äîìîðôèçìû êîòîðîé ñóòü ìîíîìîðôèçìû, òî A ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé
(ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E(A) ∼= Z.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Ãîâîðÿò, ÷òî p-ãðóïïû G1 è G2 îáðàçó-
þò âïîëíå òðàíçèòèâíóþ ïàðó, åñëè äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ x ∈ Gi, y ∈ Gj

(i, j ∈ {1, 2}) óñëîâèå UGi
(x) 6 UGj

(y) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ãîìî-
ìîðôèçìà α ∈ Hom(Gi, Gj), ÷òî α(x) = y.

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè {Gi}i∈I � p-ãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ pft-ãðóïïàìè
(ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïàìè), òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòüH = T (

∏
i∈I Gi)

áóäåò pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ i, j ∈ I ïàðà (Gi, Gj) âïîëíå òðàíçèòèâíà.
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Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü {Gi}i∈I � p-ãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî ñåïàðà-
áåëüíûìè, ëèáî òîòàëüíî ïðîåêòèâíûìè pft-ãðóïïàìè (ñîîòâåòñòâåí-
íî, spft-ãðóïïàìè). Òîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü H = T (

∏
i∈I Gi) áóäåò pft-

ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü G = A � T , ãäå A � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ, à T � ðåäóöèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà G áóäåò pft-
ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è
T ÿâëÿþòñÿ pft-ãðóïïàìè (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïàìè).

Ëåììà 13. Ïóñòü A � âïîëíå òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà, à G � òàêàÿ
ãðóïïà, ÷òî êàæäûé åå ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ñëàãàåìîì, èçî-
ìîðôíîì ãðóïïå A, ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå îòëè÷íî
îò 0 è òàêæå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ spft-
ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 14. Äåëèìàÿ ãðóïïà D = D0 �T (D) ÿâëÿåòñÿ spft-ãðóïïîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, åñëè D0 ̸= 0, òî r(D0) > 1.

Ñëåäñòâèå 15. Àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G =∏
p∈ΠGp ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rp(Gp) > 1 äëÿ

êàæäîãî p ∈ Π.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, åñëè êàæäûé åå ýëå-
ìåíò ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ñëàãàåìîì, ÿâëÿþùèìñÿ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïï
ðàíãà 1.

Ñëåäñòâèå 16. Ðåäóöèðîâàííàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà ðàíãà áåç êðó-
÷åíèÿ > 2 ÿâëÿåòñÿ pft-ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî, spft-ãðóïïîé) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ åå íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ G1, G2

ðàíãà 1 è êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, åñëè pG1 ̸= G1, òî pG2 = G2, ïðè-
÷åì åñëè A � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1 ãðóïïû G, òî â G íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïîäãðóïïà B ∼= A, ÷òî A�B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû G.

Ëèòåðàòóðà
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Àáåëåâû ãðóïïû ñ UA-êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ è èõ
îäíîðîäíûå îòîáðàæåíèÿ

×èñòÿêîâ Ä.Ñ. (Ìîñêâà)

ÏóñòüR � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, A,B � óíèòàðíûå ëåâûåR-ìîäóëè.
Îòîáðàæåíèå f : A→ B, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f(ra) = rf(a) äëÿ âñåõ
a ∈ A, r ∈ R íàçûâàåòñÿ R-îäíîðîäíûì. Ìíîæåñòâî âñåõ R-îäíîðîäíûõ
îòîáðàæåíèé èç ìîäóëÿ A â ìîäóëü B îáîçíà÷èìMR(A,B). Î÷åâèäíî, ÷òî
HomR(A,B) ⊆ MR(A,B). Â ñëó÷àå, êîãäà A = B, áóäåì ïèñàòü MR(A)
âìåñòî MR(A,A). Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. R-ìîäóëü A íàçûâàåòñÿ
n-ýíäîìîðôíûì, åñëè MR(A

n) = EndR(A
n). R-ìîäóëü A íàçûâàåòñÿ ýíäî-

ìîðôíûì, åñëè îí n-ýíäîìîðôåí äëÿ âñåõ n ∈ N.

ÊîëüöîR íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì (UA-êîëüöîì),
åñëè íà åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïå (R, ·) ìîæíî çàäàòü åäèíñòâåí-
íóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ +, ïðåâðàùàþùóþ åå â êîëüöî (R, ·,+). Êîëüöî
R ÿâëÿåòñÿ UA-êîëüöîì, åñëè ëþáîé èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïî-
ëóãðóïï êîëåö α : R → S ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ UA-êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå UA-ìîäóëÿ. Ìîäóëü
A íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì (UA-ìîäóëåì), åñëè
íåâîçìîæíî çàäàòü íîâîå ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå A, íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì
äåéñòâèÿ êîëüöà R íà A. R-ìîäóëü A ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñ îäíîçíà÷íûì
ñëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðà-
æåíèÿ èç MR(A,B) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè ìîäóëåé A è B äëÿ ëþáîãî
R-ìîäóëÿ B.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáîé ýíäîìîðôíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ UA-ìîäóëåì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà òàêàÿ,
÷òî t2(A) � Z(2) è t3(A) � Z(3). Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíûì ìî-
äóëåì íàä êîëüöîì End(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà End(A) � UA-
êîëüöî.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � sp-ãðóïïà, t2(A) � Z(2) è t3(A) � Z(3).
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � ýíäîìîðôíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì End(A);

2) End(A) � UA-êîëüöî;
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3) åñëè p-êîìïîíåíòà tp(A) ãðóïïû A îòëè÷íà îò íóëÿ, òî îíà ñîäåð-
æèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå Z(pk) ⊕ Z(pk), ãäå pk � íàèáîëüøèé èç ïî-
ðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû tp(A), ëèáî tp(A) èìååò íåîãðàíè÷åííóþ
áàçèñíóþ ïîäãðóïïó.

Àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 íå ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðôíûìè ìî-
äóëÿìè íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ. Êðîìå òîãî, êîëüöî ýíäîìîð-
ôèçìîâ ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîñòè
ñëîæåíèÿ. Ïóñòü A � ñåïàðàáåëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Ïðÿìîå
ñëàãàåìîå B ðàíãà 1 ãðóïïû A íàçîâåì ïîëóñâÿçàííûì, åñëè â åãî äîïîë-
íèòåëüíîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì íàéäåòñÿ ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1, òèï êî-
òîðîãî ñðàâíèì ñ òèïîì B. Ãðóïïó A íàçîâåì ïîëóñâÿçàííîé, åñëè âñÿêîå
åå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1 ïîëóñâÿçàííî.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A � ñåïàðàáåëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷å-
íèÿ. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � ýíäîìîðôíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì End(A);

2) End(A) � UA-êîëüöî;

3) A � ïîëóñâÿçàííàÿ ãðóïïà.

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ N(End(A)) = 0. Â ýòîé ñèòóàöèè ãðóïïà A êâàçèðàâíà

ïðÿìîé ñóììå
l⊕

i=1

A
n(i)
i ñèëüíî íåðàçëîæèìûõ ãðóïï Ai, ïðè ýòîì êàæäîå

èç êîëåö QEnd(Ai) ÿâëÿåòñÿ òåëîì è ãðóïïû A1, . . . , Al îáðàçóþò æåñòêóþ
ñèñòåìó.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî
ðàíãà è N(End(A)) = 0.

1) End(A)-ìîäóëü A ýíäîìîðôåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n(i) > 1
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l.

2) Åñëè End(A)-ìîäóëü A íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíûì, òî êîëüöî End(A)
íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîñòè ñëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàí-
ãà òàêàÿ, ÷òî QEnd(A)/QN(End(A)) ∼= Q. Òîãäà End(A) íå ÿâëÿåòñÿ
UA-êîëüöîì è ãðóïïà A íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíûì ìîäóëåì íàä ñâîèì
êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ.
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿì òåîðåìû óäîâëåòâîðÿþò âñå ñèëüíî íåðàçëîæè-
ìûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ïðîñòîãî ðàíãà ñ íåíóëåâûì íèëüðà-
äèêàëîì êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ñîâìåñòíîé ïðîãðàììû ¾Ìèõàèë Ëîìîíîñîâ, III¿

Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è DAAD: íàó÷íî-èññëåäîâà-

òåëüñêèå ñòèïåíäèè è íàó÷íûå ñòàæèðîâêè (Michail Lomonosov III � Forschungsstipendien

und Aufenthalte).

Ïîäãðóïïû ãðóïï ñ èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèåì

Øèðøîâà Å.Å. (Ìîñêâà)

Ïóñòü G � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà, e � åäèíèöà ãðóïïû G,
ìíîæåñòâî G+ = {x ∈ G | e 6 x} � ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ ãðóïïû G.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ãðóï-
ïîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, a2, b1, b2 ∈ G èç íåðàâåíñòâ a1, a2 6 b1, b2
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà c ∈ G, äëÿ êîòîðîãî âåðíû íåðàâåíñòâà
a1, a2 6 c 6 b1, b2.

Ïîäìíîæåñòâî M ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ âû-
ïóêëûì, åñëè èç íåðàâåíñòâ a 6 g 6 b ñëåäóåò g ∈ M äëÿ âñåõ a, b ∈ M
è g ∈ G. Ïîäãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì, íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé ïîäãðóïïîé.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîé, åñëè ëþ-
áîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå g = ab−1 äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ
a, b ∈ G+ [1].

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì N(A) íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû A â ãðóïïå G.

Ïóñòü G � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ãðóïïà, A è B � âûïóêëûå íàïðàâëåííûå
ïîäãðóïïû ãðóïïû G, A ∈ N(B) è B ∈ N(A).

Òåîðåìà 1. Åñëè x ∈ (AB)+, òî x = ab äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ
a ∈ A+, b ∈ B+.

Äåéñòâèòåëüíî, x = uv äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ u ∈ A è v ∈ B.
Èç íàïðàâëåííîñòè ãðóïï A è B ñëåäóåò, ÷òî u = u1u2

−1 è v = v1v2
−1

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ui ∈ A+ è vi ∈ B+. Òîãäà e 6 x 6 u1v1, îòêóäà, ïî
òåîðåìå 1 [2] çàêëþ÷àåì, ÷òî x = ab äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ e 6 a 6 u1
è e 6 b 6 v1. Íî ïîäãðóïïû A è B âûïóêëû.

Âûïóêëàÿ íàïðàâëåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ o-èäåàëîì.
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Â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ èç ëåììû 6 [3] ñëåäóåò, ÷òîM = A∩B � o-
èäåàë ãðóïïû G, è, ïî òåîðåìå 1 [3], ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿöèîííàÿ ãðóïïà
G/M ñ o-èäåàëàìè A/M è B/M .

Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû a è b ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû G îðòî-
ãîíàëüíû, åñëè ìíîæåñòâî L(a, b) íèæíèõ ãðàíåé ýòèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà L(e) íèæíèõ ãðàíåé åäèíèöû.

Òåîðåìà 2. Ïîëîæèòåëüíûé êëàññ ãðóïïû A/M îðòîãîíàëåí êàæäî-
ìó ïîëîæèòåëüíîìó êëàññó ãðóïïû B/M .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U ∈ (A/M)+ è V ∈ (B/M)+. Ïî ëåììå 5 [3]
ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a ∈ A+ è b ∈ B+, äëÿ êîòîðûõ U = aM è V = bM .

Ïóñòü êëàññ X 6 U è X 6 V â ãðóïïå G/M , òîãäà íàéäóòñÿ ýëåìåíòû
x1, x2 ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì x1 6 a è x2 6 b.

Òàê êàê, ïî ïðåäëîæåíèþ 2 [3], X � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, òî ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì x 6 x1, x2. Çíà÷èò,
x 6 a, b.

Â èíòåðïîëÿöèîííîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ G, äëÿ êîòîðîãî
âåðíû íåðàâåíñòâà e, x 6 c 6 a, b. Òàê êàê ïîäãðóïïû âûïóêëû, òî c ∈ A

è c ∈ B, ò.å. c ∈ M . Ñëåäîâàòåëüíî, X 6 M è L(U, V ) ⊂ L(M) â ãðóïïå
G/M .
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